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Prefacio 


Este texto de Análisis de sistemas dinámicos se ha preparado como ma- 
terial de apoyo para el curso de igual nombre impartido en la Facultad de 
Ingeniería de la Universidad Nacional de Colombia. Existe una versión elec- 
trónica en la página del proyecto Universidad Virtual de la misma universidad 
(http: //virtual.unal.edu.co) que está acompañada de aplicaciones de sof- 
tware, enlaces y documentación útiles para la aprehensión de los conceptos aquí 
presentados. 

Se ha supuesto un lector con conocimentos mínimos de ecuaciones diferen- 
ciales y cuyo interés en el tema esté cercano al control de sistemas dinámicos. En 
general, es adecuado como guía para cursos de pregrado en ingeniería, aunque 
el apéndice D tiene un nivel más avanzado. 

El cuerpo principal del texto se organiza así: el capítulo 1 delimita el tipo de 
sistemas que se estudiarán en el texto y presenta las ideas básicas sobre cómo 
obtener las ecuaciones matemáticas que describen su comportamiento. Esta 
tarea (la obtención de las ecuaciones) es fundamental para el análisis y control 
de sistemas, y amerita un estudio mucho más profundo que el destinado en este 
capítulo introductorio; en los restantes capítulos se asume que ya se cuenta con 
las ecuaciones de los sistemas a estudiar. 

Los fundamentos matemáticos para solucionar dichas ecuaciones se resumen 
en el capítulo 2; especial énfasis se hace en los métodos de las transformadas 
de Laplace y Z. Las herramientas más usuales de análisis de sistemas se pre- 
sentan en el capítulo 3 y el capítulo 4 se dedica al estudio de los sistemas de 
primer y segundo orden, que resultan ser fundamentales pues presentan los 
comportamientos básicos que pueden aparecer en cualquier sistema dinámico. 

La realimentación, estrategia fundamental del control de sistemas dinámi- 
cos, se explora en el capítulo 5. Un enfoque diferente al análisis de sistemas, el 
espacio de estado, se aborda en el capítulo 6. Finalmente, el capítulo 7 presenta 
algunos comportamientos que pueden aparecen en los sistemas no lineales, y 
que no pueden existir en los sistemas lineales. 
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Adicionalmente, se han incluido cuatro apéndices: el apéndice A contiene las 
demostraciones de las propiedades y parejas de las transformadas de Laplace 
y Z que se enuncian en el capítulo 2 y se emplean a lo largo del texto. Los 
apéndices B y C están dedicados a los diagramas de Bode y a la carta de 
Nichols, respectivamente. El apéndice D es una presentación rigurosa de los 
conceptos de álgebra lineal que se enuncian en el capítulo 6. 

Este texto no habría sido posible sin la colaboración directa e indirecta de 
muchas personas. Quiero agradecer en primer lugar a los alumnos de los cursos 
de pregrado y posgrado de análisis de sistemas dinámicos cuyas observaciones y 
sugerencias han sido extremadamente valiosas; ellos han sido además la princi- 
pal motivación de este trabajo; a los profesores Hernando Díaz y Estrella Parra 
por sus aportes y permanente estímulo. Agradezco tambien a la Universidad 
Nacional de Colombia por su apoyo en la publicación del texto; a la comuni- 
dad de desarrolladores y usuarios del programa WIÉX sin cuyo aporte éste y 
muchos libros serían quimeras; a Alfredo Duplat Ayala por sus comentarios en 
el campo editorial; por último, pero no menos importante, a Tatiana y Laura 
por su cariño y paciencia y a Lucía, futuro e ilusiones. 


Oscar G. Duarte 
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Capítulo 1 


Introducción al modelamiento de 
sistemas 


1.1. Conceptos preliminares 


Iniciamos el estudio del análisis de sistemas dinámicos lineales con la pre- 
sentación de los siguientes conceptos básicos: 


1.1.1. Sistemas 


No es fácil encontrar una definición exacta de sistema, quizás porque el tér- 
mino es utilizado en muy diversos contextos. En un sentido amplio, podemos 
entender por sistema aquello que se va a estudiar. Tal definición es extrema- 
damente vaga pero pone de manifiesto la necesidad de delimitar el objeto de 
estudio, de imponerle unas fronteras precisas. Dividimos el universo en dos 
partes: el sistema y todo lo demás; esto último lo denominamos el Entorno del 
Sistema. 

Podemos imaginar sistemas de tipos muy diferentes de acuerdo con qué es lo 
que se va a estudiar; si se desea conocer cómo se nutre un determinado animal 
estaríamos definiendo un sistema biológico, mientras que si lo que se quiere 
es conocer la variación de la población en una determinada ciudad a través 
de los años definiríamos un sistema sociológico. Pueden plantearse también 
sistemas abstractos, como por ejemplo el conjunto de los números enteros o las 
estrategias de comunicación lingúísticas. 

El propósito de este curso no es, por supuesto, abordar cualquier tipo de 
sistema, sino que se limita al estudio de un tipo específico de sistemas que suelen 
denominarse en el contexto de la física, la matemática y la ingeniería Sistemas 
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Dinámicos Lineales. Para precisar qué tipo de sistemas son éstos requerimos 
primero de la presentación de los conceptos de señales y modelos. 


1.1.2. Señales 


Las señales son el medio a través del cual el sistema interactúa con su 
entorno. En la figura 1.1 se visualiza esta interacción: el sistema está represen- 
tado por un rectángulo, lo que da a entender que tiene sus fronteras definidas 
en forma precisa; este sistema recibe del entorno unas señales de entrada, re- 
presentadas por flechas, y entrega a su entorno unas señales de salida, también 
representadas por flechas. 

En las aplicaciones típicas de ingeniería, las señales de entrada y salida son 
variables (físicas o abstractas) que cambian en el tiempo, como por ejemplo, 
fuerzas, velocidades, temperaturas, etc. 


Entradas Salidas 


FIGURA 1.1: Sistema y señales 


Cuando un sistema recibe una única señal de entrada y produce una única 
señal de salida, se dice que es un sistema SISO (del inglés Single Input Single 
Output), mientras que si recibe varias entradas y produce varias salidas, se dice 
que es un sistema MIMO (del inglés Multiple Input Multiple Output). También 
existen las denominaciones MISO para sistemas de varias entradas y una sola 
salida, y SIMO para el caso con una entrada y varias salidas, este útlimo poco 
frecuente. 


1.1.3. Modelos 


Para entender un sistema debemos hacer una representación abstracta de él; 
tal representación es el modelo del sistema. La figura 1.2 visualiza la diferencia 
que existe entre sistema y modelo. El sistema existe, y de él hacemos una o 
varias abstracciones para poder comprenderlo. Las representaciones abstractas 
pueden ser de muchos tipos (ecuaciones, gráficas, etc.) algunos de los cuales 
son: 


Modelos mentales: son representaciones presentes en nuestro cerebro; tene- 
mos, por ejemplo, una representación mental de nuestro cuerpo que nos 
permite controlarlo para caminar, saltar, etc. 


Modelos lingiiísticos: son representaciones con palabras; este párrafo, por 
ejemplo, intenta explicar con palabras qué es el sistema denominado mo- 
delo lingúístico. 
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Modelos gráficos: en ocasiones empleamos tablas y /o gráficas como modelos; 
los catálogos de productos de ingeniería suelen contener muchos ejemplos 
de este tipo de modelo. 


Modelos matemáticos: estos modelos son ampliamente usados en áreas como 
la física, la ingeniería, la economía, etc.; generalmente se trata de ecuacio- 
nes que muestran las relaciones existentes entre las variables que afectan 
un sistema. 


Modelos de software: en ocasiones es posible desarrollar programas de compu- 
tador que representen sistemas complejos. 


FIGURA 1.2: Sistemas y modelos 


Es importante destacar que un mismo sistema puede ser representado por 
muchos modelos diferentes. Este hecho plantea el interrogante ¿cuál es el mejor 
modelo de un sistema dado? 

No es sensato aspirar a obtener un modelo perfecto de un sistema real, 
porque existirán siempre fenómenos que se escapen a nuestra capacidad de 
abstracción, por lo tanto, la respuesta debe darse en términos de la utilización 
del modelo; el mejor modelo es aquel que sea útil para nuestros propósitos 
particulares, y dentro de todos los modelos útiles, preferiremos el más sencillo. 
La utilidad del modelo también determinará el grado de sofisticación que se 
requiera. 


1.1.4. Construcción de los modelos matemáticos 


En general, la construcción de modelos se basa en la observación del sistema. 
Existen algunos caminos básicos para obtener un modelo (ver figura 1.3): 
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Modelamiento de sistemas: esta estrategia consiste en descomponer (abs- 
tractamente) el sistema en subsistemas más simples, cuyos modelos sean 
factibles de obtener gracias a la experiencia previa. Una vez obtenidos 
estos submodelos, se buscan las relaciones que existen entre ellos, para 
interconectarlos y obtener el modelo del sistema original. 


Esta estrategia busca una descripción desde adentro del sistema, gene- 
ralmente basada en el conocimiento de las leyes que rigen los sistemas 
simples. El modelo así obtenido se conoce como modelo de caja blanca o 
modelo interno. 


Identificación de Sistemas: esta estrategia consiste en acumular un número 
suficiente de observaciones sobre las señales de entrada y salida del siste- 
ma, con el propósito de emplearlas para construir un modelo del mismo. 
No se centra en lo que existe en el interior del sistema, sino en su com- 
portamiento respecto al entorno. El modelo así obtenido se conoce como 
modelo de caja negra o modelo entrada - salida. 


Estrategia híbrida: existe una tercera estrategia, que realmente es una com- 
binación de las anteriores: al igual que en la estrategia de modelamiento, 
se emplea el conocimiento que esté a la mano acerca de la estructura in- 
terna del sistema y las leyes que rigen su comportamiento, y se emplean 
observaciones para determinar la información que haga falta. El modelo 
así obtenido se conoce como modelo de caja gris. 


Modelamiento Identificación 
de Sistemas de Sistemas 


Modelos Modelos 
de caja de caja 
blanca gris 


FIGURA 1.3: Construcción de modelos 


1.1.5. Clasificación de los modelos matemáticos 


En el ámbito de este texto se emplearán modelos de tipo matemático, es de- 
cir, nuestros modelos serán ecuaciones y el análisis de los sistemas así modelados 
estará ligado a la solución de dichas ecuaciones. Las siguientes definiciones ayu- 
darán a puntualizar qué tipo de modelos matemáticos son los que se pretenden 
estudiar, según se observa en la figura 1.4. 


Modelos causales y no causales: el estado de un sistema causal depende 
sólo de las condiciones presentes y pasadas, pero no de las futuras, es 
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Modelos 
Matemáticos 
Causales 
Estáticos Dinámicos 
a Determi- 
Estocásticos Pao 
nísticos 


Parámetros|| Parámetros 
Distribuidos| | Concentrados 
No Lineales Lineales 
Variantes Invariantes 
en tiempo en tiempo 
Discretos Continuos 


FIGURA 1.4: Clasificación de los modelos matemáticos de sistemas 
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decir hay una relación de causalidad. Los sistemas físicos son causales, 
pero se pueden concebir modelos de ciertos sistemas que no lo sean. En 
el texto se estudiarán sólo sistemas causales. 


Modelos estáticos y dinámicos: el estado de un sistema estático depende 
sólo de las condiciones presentes y no de las pasadas. En contraposición, 
el estado de un sistema dinámico depende de lo que haya sucedido en el 
pasado, generalmente debido a que en el sistema hay algún tipo de alma- 
cenamiento de energía. Los sistemas dinámicos también se conocen como 
sistemas con memoria. Los modelos de sistemas dinámicos son ecuacio- 
nes diferenciales o de diferencia. En el texto se estudiarán sólo sistemas 
dinámicos. 


Modelos estocásticos y determinísticos: en ocasiones se sabe que existen 
variables que afectan el sistema, pero no es posible predecir el valor que 
éstas puedan tomar; una de las alternativas para hacer frente a estos 
casos consiste en considerar que esa variable es aleatoria y buscar técnicas 
basadas en la teoría de probabilidades para analizar el sistema. Un modelo 
que incluya variables aleatorias es un modelo estocástico, mientras que 
modelos exentos de aleatoridad se denominan modelos determinísticos. 
Estos últimos serán los que se estudien en este texto. 


Modelos de parámetros concentrados y distribuidos: la mayoría de los 
fenómenos físicos ocurren en una región del espacio, pero en muchas oca- 
siones es posible representar ese fenómeno como algo puntual; por ejem- 
plo, para estudiar la atracción entre el sol y la tierra es posible representar 
toda la masa de cada uno de esos cuerpos concentrada en un único punto 
(su centro de gravedad). 


Sin embargo, otros fenómenos como la transmisión de ondas electromag- 
néticas O las olas en el mar requieren una representación que considere 
qué está sucediendo en cada punto del espacio, en este caso se necesita 
un modelo de parámetros distribuidos en el espacio, en contraposición a 
los modelos de parámetros concentrados. Los modelos de parámetros dis- 
tribuidos implican ecuaciones diferenciales con derivadas parciales y no 
serán estudiados en este texto; por su parte los modelos de parámetros 
concentrados, requieren ecuaciones con derivadas o ecuaciones de diferen- 
cia ordinarias. 


Modelos lineales y no lineales: la linealidad es una propiedad que pueden 
tener o no las funciones; realmente se trata de dos propiedades agrupadas 
bajo un mismo nombre. Dada una función y = f(x) estas propiedades 
son: 


1. Proporcionalidad: es igual calcular la función en un argumento am- 
plificado por un factor «a; que calcularla sobre el argumento y luego 
amplificar el resultado por ese mismo factor: 


f(az) =0f(1) 
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En términos prácticos, esto significa que en los modelos lineales al 
duplicar las entradas se duplican las salidas. 


2. Superposición: es igual calcular la función en la suma de dos argu- 
mentos que calcularla por separado en cada uno de los argumentos 
y sumar los resultados. 


fx +22) = (01) + f(x2) 


En términos prácticos, esto significa que en los modelos lineales de 
varias entradas, las salidas pueden conocerse calculando por separa- 
do el efecto de cada entrada y sumando los resultados. 


En este texto se estudiarán los modelos lineales, y tan sólo en el capítulo 
7 se mencionarán algunos comportamientos especiales que pueden ocurrir 
en los sistemas no lineales. 


Modelos variantes e invariantes en el tiempo: un modelo se dice inva- 
riante en el tiempo cuando las propiedades del sistema modelado se con- 
sideran constantes en el tiempo. En caso contrario se dice variante en el 
tiempo. Nótese que la variación se refiere a las propiedades (parámetros) 
del sistema, no de las señales que le afectan (variables). En la mayor parte 
de este curso se considerarán sistemas invariantes en el tiempo. 


Modelos continuos y discretos: para describir el comportamiento de siste- 
mas dinámicos es posible definir la variable tiempo en dos formas distintas: 


Tiempo continuo: se considera que el tiempo t es una variable conti- 
nua que puede tomar cualquier valor real, aunque generalmente se 
restringe a los valores positivos (t € R*). Las variables resultan ser 
descritas por funciones que van de los reales positivos a los reales 
(f: RF R). 

Tiempo discreto: se considera que el tiempo k es una variable discreta, 
es decir, que sólo toma valores en ciertos puntos de la recta real. 
Usualmente estos instantes están espaciados de forma regular en un 
intervalo 7". En este texto se considera además T' = 1, en unidades de 
tiempo adecuadas, que pueden ser años, días, microsegundos, etc. De 
esta forma k es una variable entera, generalmente positiva (k € Z+). 
Las variables resultan ser descritas por funciones que van de los 
enteros positivos a los reales (f : ZF* — R), es decir, son sucesiones. 


En este texto se considerarán ambos tipos de modelos, pero en forma 
independiente, es decir, no se considerarán sistemas híbridos que tengan 
una parte descrita en forma continua y otra en forma discreta. Estos 
sistemas son de amplio interés en las aplicaciones de control digital y en 
tratamiento digital de señales (particularmente el efecto del periodo T 
del tiempo discreto resulta ser importante), pero no son tratados en este 
texto. 
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1.1.6. Modelos matemáticos a utilizar 


De acuerdo con lo presentado en la sección 1.1.5, y resumido en la figura 
1.4, en este curso se emplearán modelos matemáticos causales, dinámicos, de- 
terminísticos, de parámetros concentrados, lineales, invariantes en el tiempo, 
para dos casos diferentes: tiempo continuo y tiempo discreto. 

Para un sistema continuo de una única entrada y una única salida, como 
el de la figura 1.5, el modelo empleado corresponde a una ecuación diferencial 
ordinaria de coeficientes constantes: 


dy 

a A RO) 
gi d 

A O) n>m (1.1) 


Bn ET 
dim dt 


Por su parte, un sistema discreto de una única entrada y una única salida, 
como el de la figura 1.6, tendrá por modelo una ecuación de diferencias finitas 
ordinaria de coeficientes constantes: 


any(k +n) +->++asy(k +1) + aoy(k) = 
bmulk +m)+--*+bju(k+1)+bogu[k) n>m (1.2) 


FIGURA 1.5: Sistema dinámico continuo 


FIGURA 1.6: Sistema dinámico discreto 


La condición n > m de las ecuaciones (1.1) y (1.2) asegura modelos cau- 
sales. En efecto, podemos suponer una ecuación de diferencias que viole esta 
condición, por ejemplo y(k) = u(k +1) ; es obvio que para cualquier k la salida 
del sistema depende de una condición futura de la entrada, (por ejemplo para 
k =0 se tiene y(0) = u(1)), lo que viola la condición de causalidad. 

Otro tipo de ecuaciones diferenciales que se emplearán relacionan vectores 
de variables mediante matrices. Para el caso continuo se muestra un ejemplo 
en (1.3) y para el caso discreto en (1.4) 


21 a11 12 Q13| [21 
T2| = |Q421 422 4023 L2 (1.3) 
T3 31 32 Q33| |73 
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a(k+1) a a aj3| [xi(k) 
xa(k + 1) = |d2ai QU 0933 xa(k) (1.4) 
ag(k +1) d31 dz 033] |v3(k) 


1.2. Sistemas físicos 


Los modelos matemáticos de las ecuaciones (1.1) y (1.2) pueden ser útiles 
para representar el comportamiento de diversos tipos de sistemas en áreas de 
la física, ingeniería, biología, economía, sociología, etc. Por lo tanto las técnicas 
de análisis que se explicarán en este texto son de amplia aplicabilidad. No 
obstante, centramos aquí nuestra atención en los fundamentos necesarios para 
obtener modelos continuos de cierto tipo de sistemas frecuentes en la ingeniería. 

La tabla 1.2 resume las Variables y Parámetros de algunos de estos sistemas. 
Para cada caso se han identificado dos variables que permiten analizar algunos 
fenómenos; estas variables se han identificado como Esfuerzo E y Flujo F, y 
pueden interpretarse como las variables que causan un fenómeno y la forma en 
que este fenómeno se manifiesta; dicha interpretación, sin embargo, es arbitraria 
y corresponde tan sólo a la metáfora que se haya empleado para entender 
el fenómeno físico. Para resaltar este hecho, en la tabla 1.2 se presentan los 
sistemas eléctricos con dos posibles interpretaciones. 

De todos los posibles fenómenos físicos existentes, en la tabla 1.2 se presen- 
tan aquellos que tienen un modelo matemático que corresponde a uno de los 
siguientes casos: 


Resistencia: el Esfuerzo es directamente proporcional al Flujo, resultando en 
una ecuación de la forma E = RF. 


Inductancia: el Esfuerzo es directamente proporcional a la variación del Flujo, 
resultando en una ecuación de la forma E = LE. 


Capacitancia: el Esfuerzo es directamente proporcional a la acumulación del 
Flujo, resultando en una ecuación de la forma E =C f Fat. 


Nótese que las variables de Esfuerzo y Flujo que aparecen en la tabla 1.2 
han sido seleccionadas tomando como único criterio el que permitan escribir los 
modelos matemáticos de ciertos fenómenos físicos de acuerdo con alguno de los 
tres casos anteriores; podrían seleccionarse otras variables para describir otros 
fenómenos. 

Dado que las descripciones matemáticas de estos fenómenos son semejantes, 
es posible establecer analogías entre los tipos de sistemas que dependerán de 
las variables seleccionadas como Esfuerzo y Flujo; por ejemplo, será posible 
establecer una analogía entre los resortes lineales de los sistemas traslacionales 
y las inductancias de los sistemas eléctricos (columnas 2 y 4 tabla 1.2), pero 
también puede establecerse una analogía entre el mismo tipo de resorte y las 
capacitancias de los sitemas eléctricos (columnas 3 y 4 tabla 1.2). 


OT 


Esfuerzo 


E 
Flujo 


F 
Resistencia 


E=RF 


Inductancia 


— par 
E=£L* 
Capacitan- 
cia 


E=C f Fat 


Eléctrico A 


Corriente 


1 
Tensión 


e 
Conduc- 
tancia 


1= Ge 
Capacitan- 
cia 

CN de 

1= CC 
Inductancia 


¡=> f edt 


Eléctrico B 


Tensión 


e 
Corriente 


1 
Resistencia 


e= Ri 


Inductancia 


—_pdi 
e= LG 
Capacitan- 
cia 
e= > Jfidt 


TABLA 1.2: Variables y parámetros de sistemas físicos 
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1.3. GRAFOS DE ENLACES DE POTENCIA. BOND GRAPHS 


1.3. Grafos de enlaces de potencia. Bond Graphs 


La construcción de modelos matemáticos a partir de las relaciones de la 
tabla 1.2 puede ser una tarea complicada para sistemas complejos en los que 
existan combinaciones de sistemas de diferente tipo. Una de las estrategias 
que facilita la construcción de tales modelos se denomina técnica de los Bond 
Graphs. 

Los Bond Graphs son grafos basados en las relaciones de potencia que exis- 
ten en los sistemas físicos, y por esa razón los llamaremos “grafos de enlaces de 
potencia”, aunque ésta no es una traducción literal, ni es ampliamente emplea- 
da. 

La representación de las relaciones de potencia se hace en función de una 
pareja de variables, Esfuerzo e(t) y Flujo f(t) que se seleccionan adecuadamente 
según el tipo de sistema a modelar, de tal manera que la potencia p(t) se calcule 
como: 


p(t) = et) f(t) (1.5) 


Las variables empleadas se relacionan en la tabla 1.4!. Adicionalmente, se 
consideran las integrales respecto al tiempo del Esfuerzo y el Flujo, P y Q 
respectivamente. En los ejemplos de este capítulo se considerarán únicamente 
ejemplos de sistemas eléctricos y mecánicos. 


1.3.1. Elementos básicos 


Los siguientes son los elementos básicos de un grafo de enlaces de potencia: 


Elementos de 1 puerto: estos elementos representan sistemas en donde sólo 
interviene una variable de Esfuerzo y una variable de Flujo. La figura 1.7 
muestra los distintos elementos de un puerto, su símbolo y la relación 
existente entre las variables de Esfuerzo y Flujo. Los tres primeros ele- 
mentos, R, C, I, son elementos pasivos, ya que no contienen fuentes de 
energía, mientras que los dos últimos, S. y Sy, son elementos activos que 
suministran energía (son fuentes de Esfuerzo y Flujo respectivamente). 


Elementos de 2 puertos: estos elementos son conversores de potencia, es 
decir, reciben potencia, la transforman y la entregan sin pérdida alguna. 
Por uno de los puertos reciben potencia y por el otro la entregan; en cada 
puerto hay una variable de Esfuerzo y una de Flujo. La figura 1.8 muestra 
los dos tipos de elementos de dos puertos que existen, sus símbolos y las 
relaciones matemáticas que los rigen. 


Elementos multipuerto (Uniones): estos elementos representan la ley de 
continuidad de potencia, y sirven para describir las relaciones topológicas 


lNótese que no necesariamente son las mismas variables Esfuerzo y Flujo relacionadas en 
la tabla 1.2, aunque algunas coinciden. 
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Sistema Esfuerzo e Flujo f 

Eléctrico Tensión eléctrica V Corriente eléctrica 1 

Mecánico Fuerza PF Velocidad v 

traslacional 

Mecánico ro- Torque T Velocidad angular w 

tacional 

Hidraúlico Presión P Variación de flujo dQ/dt 
volumétrico 

Térmico A Temperatura T Variación de dife-  ds/dt 
rencia de entropía 

Térmico B Presión P Variación de cam-  dV/dt 
bio de volumen 

Químico A Potencial químico m Variación de flujo dN/dt 
molar 

Químico B Entalpía h Variación de flujo dm/dt 
másico 

Magnético Fuerza magnetomo-  €m Flujo magnético d 

triz 


TABLA 1.4: Variables físicas empleadas en los grafos de enlaces de potencia 


del sistema y así relacionar elementos de uno o dos puertos entre sí. La 
figura 1.9 muestra los dos tipos de uniones existentes, sus símbolos y las 
relaciones matemáticas que los rigen. 


Ejemplo 1.1 La figura 1.10 muestra el diagrama de un elevador, compuesto por 
un motor eléctrico, un eje, una polea, un cable y un vagón. En el motor hay un 
circuito eléctrico que incluye una resistencia, una inductancia y la tensión contra- 
electromotriz; el eje se considera rígido, sin masa y con fricción viscosa; la polea 
tiene un momento de inercia; el cable es elástico y el vagón está directamente 
acoplado al cable. 

La figura 1.11 muestra el sistema en forma esquemática, resaltando la existencia 
de diferentes dominios de energía: eléctrico, rotacional y traslacional. La figura 1.12 
muestra el grafo de enlaces de potencia del sistema completo: en la primera unión 
se representa el circuito eléctrico en serie (unión tipo 1 porque el flujo es común); 
el rotador representa la conversión de energía eléctrica en rotacional; la siguiente 
unión representa el comportamiento de la polea; el transformador muestra el cambio 
del dominio de energía rotacional al traslacional; y la última unión representa los 
fenómenos mecánicos en el vagón, incluida la atracción de la gravedad. En este 
grafo se han numerado todos los enlaces, para facilitar su identificación. 
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1.3. GRAFOS DE ENLACES DE POTENCIA. BOND GRAPHS 


Elemento eos R 
R $ 
Elemento eos C 
a f 
PA D 


Fuente de 
Esfuerzo 


Fuente de 
Flujo 


Rotador 


FIGURA 1.8: Elementos de dos puertos para grafos de enlaces de potencia 
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(1 => €2 = €3 == €4 


Hh=f+$f+f 


e =€2 + €3 + €4 


f=f=f= fa 


FIGURA 1.9: Elementos multipuerto para grafos de enlaces de potencia 
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1.3. GRAFOS DE ENLACES DE POTENCIA. BOND GRAPHS 


FIGURA 1.10: Grafos de enlace de potencia. Diagrama del ejemplo 1.1 


Dominio Traslacional 


FIGURA 1.11: Grafos de enlace de potencia. Esquema del ejemplo 1.1 
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I:L I:J 
e2 | fa e6 | £6 
Se ES eg u GY E ANT: 
Us fi E3 k $5 dde 
fa[es F3 |8s 
fo |€9 
R:Re R:R) 
fio 
C A 0 
ha 
Se ig 1 
fi3 
ha 
Em 


FIGURA 1.12: Grafo de enlaces de potencia del ejemplo 1.1 
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1.3. GRAFOS DE ENLACES DE POTENCIA. BOND GRAPHS 


Salida de Flujo Salida de Esfuerzo 
e e 
a A 
f=gle) e=g(f) 


FIGURA 1.13: Enlaces con marcas de causalidad 


1.3.2. Causalidad 


En las figuras 1.7 y 1.8 se observa que las relaciones entre esfuerzo y flujo 
pueden escribirse de dos formas diferentes para algunos de los elementos: 


= Salida de Esfuerzo: se calcula e en función de f, por ejemplo e = g(f). 
= Salida de Flujo: se calcula f en función de e, por ejemplo f = g(e). 


La figura 1.13 muestra cómo se modifica el símbolo del enlace cuando se 
toma cada una de las dos alternativas, agregando unas marcas de causalidad 
en alguno de los extremos del enlace. 

El análisis de causalidad permite determinar cuál de los dos tipos de relacio- 
nes debe emplearse en cada enlace. Para ello, es necesario definir las siguientes 
relaciones de causalidad: 


Causalidad fija: en ocasiones sólo es posible un tipo de causalidad, como 
por ejemplo en las fuentes de Esfuerzo y Flujo; en estas situaciones la 
causalidad está predeterminada. 


Causalidad condicionada: en los elementos de más de un puerto la causali- 
dad está condicionada por las siguientes reglas: 


= En un rotador cada uno de sus puertos debe tener una causalidad 
diferente. 


= En un transformador ambos puertos deben tener la misma causali- 
dad. 


= En las uniones tipo 0 sólo hay una marca de causalidad en el lado 
de la unión. 


= En las uniones tipo 1 sólo hay una marca de causalidad que no esté 
del lado de la unión. 


Causalidad preferida: en los elementos cuya relación esfuerzo-flujo puede 
ser una integral o una derivada, en este texto se prefiere la relación de 
derivación?, por lo tanto se tiene que: 


2La integración es preferible para la utilización de métodos numéricos. 
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= Para elementos tipo C se prefiere la causalidad de salida de flujo. 


= Para elementos tipo f se prefiere la causalidad de salida de esfuerzo. 


Causalidad indiferente: en las relaciones estáticas, como la de los elemen- 
tos R se obtiene el mismo tipo de ecuación con cualquiera de las dos 
causalidades, y por lo tanto ésta es indiferente. 


Para determinar la causalidad de un grafo, se emplea el siguiente procedi- 
miento: 


1. Asignar una causalidad fija y propagarla a través de las causalidades 
condicionadas. Repetir el procedimiento con todas las causalidades fijas. 


2. Asignar una causalidad preferida y propagarla a través de las causalida- 
des condicionadas. Repetir el procedimiento con todas las causalidades 
preferidas. 


3. Asignar una causalidad indiferente y propagarla a través de las causali- 
dades condicionadas. Repetir el procedimiento con todas las causalidades 
indiferentes. 


Ejemplo 1.2 Retomando el ejemplo 1.1, cuyo grafo de enlaces de potencia se 
muestra en la figura 1.12, el procedimiento de asignación de causalidades permite 
obtener el grafo causal de la figura 1.14. 


1.3.3. Obtención de las ecuaciones 


A partir de un grafo causal se pueden derivar las ecuaciones diferenciales 
que describen el sistema con el siguiente procedimiento: 


1. Obtener las ecuaciones diferenciales y las ecuaciones algebráicas de cada 
uno de los elementos del grafo. 


2. Eliminar las ecuaciones algebráicas. 


Ejemplo 1.3 Las ecuaciones del grafo causal de la figura 1.14 (Ejemplos 1.1 y 1.2) 
se obtienen así: 


= Enlace 1: e; =Us 

= Enlace 2: ez = Ldf2/dt 

= Enlace 4: f =e4/Re 

= Primera unión: fi, = fa= f3= fa e1 =€2 + €3 +€4 
= Rotador: ez = K f5 fi = +65 


= Enlace 6:e6 = Jdfe / dt 
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I:L Le J 
e2 fa €6 fe 
Se ez e3 GY e5 e7 
A e O e al E RE 
fa|es fs | €8 
fo|€9 
R: Re R:R; 
Fo 
C Ci 0 
fu e11 
Se: my pe 
Fi2 | e12 
Im 


FIGURA 1.14: Grafo causal de enlaces de potencia del ejemplo 1.1 
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Enlace 8: f3 = es/R» 

Segunda unión: fs = fe = f7 = fa €5 =€6 +7 +8 
Transformador: ey = —Les fi = —H4 

Enlace 10: f10 = Cerdero/dt 

Tercera unión: ey = e10 = €11 fo=fio+ fi 

Enlace 12: e,2 = mde12/dt 

Enlace 13: fi3 = mg 


Cuarta unión: f11 = fi2 = f13 e12 =€11 +€13 


1.3.4. Procedimientos específicos 


Se consignan aquí dos procedimientos específicos, útiles para la obtención 
de grafos de enlaces de potencia para circuitos eléctricos y sistemas mecánicos 
traslacionales, respectivamente. 


Circuitos eléctricos 


1. 
2. 


Crear una unión tipo O por cada nodo del circuito. 


Para cada elemento del circuito crear una unión tipo 1, adicionarle a esa 
unión un enlace que represente al elemento y enlazar la unión con las dos 
uniones tipo O correspondientes a los nodos entre los que está conectado 
el elemento. 


. Asignar las direcciones de potencia a los enlaces. 


Si hay un nodo de referencia, eliminar la unión tipo O correspondiente y 
los enlaces adyacentes. 


. Simplificar el grafo. 


Sistemas traslacionales 


1. 


Crear una unión tipo 1 para cada velocidad diferente (absolutas y relati- 
vas). 


. Para cada fenómeno que genere una fuerza, crear una unión tipo 0, adi- 


cionarle a esa unión un enlace que represente al fenómeno y enlazar la 
unión con las dos uniones tipo 1 correspondientes; considerar las inercias. 


. Asignar las direcciones de potencia a los enlaces. 


Eliminar la unión tipo 1 correspondiente a velocidad cero. 


. Simplificar el grafo. 
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Capítulo 2 


Preliminares matemáticos 


2.1. Ecuaciones diferenciales y de diferencia 


2.1.1. Ecuaciones diferenciales 


Una ecuación diferencial es una ecuación en la que intervienen derivadas 
(y/o integrales). La variable que mide el tiempo (+) varía continuamente (t € R). 
Un ejemplo sencillo es el siguiente: 


 —2e(t) (2.1) 


La solución de una ecuación diferencial es una función f(t) t € R que 
satisfaga la ecuación. Cualquiera de las siguientes funciones es solución de la 
ecuación (2.1): 


= f1(t) = e? ya que Y =2e% =2f,(t) 
= f2(t) = 20% ya que L = 4e% =2fa(t) 
= f3(t) = 3e ya que des = 6e% = 2f3(t) 


Para poder establecer una única solución de la ecuación, es preciso conocer 
unas condiciones auxiliares. El número de estas condiciones necesarias es igual 
al grado de la ecuación (n). Usualmente, en las aplicaciones de análisis de 
sistemas dinámicos, estas condiciones se determinan para el instante de tiempo 
t = 0, por lo que se denominan condiciones iniciales, y corresponden al valor 
de la función desconocida y de sus derivadas en t= 0 


£00), 460), F(0), F(0), ---,£(0) 
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Por ejemplo, al establecer f(0) = 1 como condición adicional para la ecua- 
ción (2.1), la única solución válida es f,(t) = e? 


2.1.2. Ecuaciones de diferencias finitas 


Una ecuación de diferencias es una ecuación en la que intervienen dife- 
rencias finitas. La variable que mide el tiempo (k) varía discretamente . En 
general, existen tres posibilidades para considerar la forma en que se produce 
esta variación discreta: 


k=1,2,3,-* 
k=T,2T,3T,--- TeRk=ki,ko,ka3, + kieR 


En la primera opción el tiempo es una variable entera (k € Z), mientras 
que en la segunda es una variable real que sólo toma ciertos valores espaciados 
uniformemente. En este texto se adoptará la primera opción. No obstante, debe 
aclararse que la segunda opción es muy empleada en aplicaciones de control 
digital y tratamiento de señales, en las que la elección adecuada del valor de T' 
resulta de extrema importancia!. 

El siguiente es un ejemplo sencillo de una ecuación de diferencias 


x(k +1) =2x(k) (2.2) 


Nótese la similitud con el ejemplo de la ecuación 2.1, en el que la derivada 
de primer orden ha sido reemplazada por la diferencia finita de primer orden. 
Como el tiempo no es continuo, no tiene sentido hablar de derivadas e integrales 
de las funciones, pues las variables no son continuas en ningún punto. 

La solución de una ecuación de diferencias es una función f(k) k € Z que 
satisfaga la ecuación. Cualquiera de las siguientes funciones es solución de la 
ecuación (2.2): 


n f(x) == 9 = 1,2,4, * ++ ya que fix + 1) = 9R+1 = 2f1(k) 
= fa(k) =2(2*) = 2,4,8,--- ya que fa(k +1) = 2(2*+1) =2f2(k) 
a f3(k) =3(2*) =3,6,12,--- ya que fa(k +1) = 3(2*+1) = 2f3(k) 


Para poder establecer una única solución de la ecuación, es preciso conocer 
unas condiciones auxiliares. El número de estas condiciones necesarias es igual 
al grado de la ecuación (n). Usualmente, en las aplicaciones de análisis de 
sistemas dinámicos, estas condiciones se determinan para el instante de tiempo 
k = 0, por lo que se denominan condiciones iniciales, y corresponden al valor 
de la función desconocida y de sus diferencias en k = 0: 


lEn general el problema surge al considerar que un mismo sistema puede describirse por 


ecuaciones diferenciales y de diferencia en forma simultánea. En este texto se considerarán 
sólo sistemas continuos o discretos, pero nunca una mezcla de ambos. 
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2.1. ECUACIONES DIFERENCIALES Y DE DIFERENCIA 


Ecuaciones diferenciales Ecuaciones de diferencia 
Intervienen derivadas. Intervienen diferencias finitas. 


El tiempo (t) varía continuamente | El tiempo (k) varía discretamente 
(teR) (ke Z). 

La solución es una función f(t) t € | La solución es una función f(k) k € 
R que satisfaga la ecuación. Z, (una sucesión) que satisfaga la 


ecuación. 
Para poder establecer una única so- | Para poder establecer una única so- 
lución de la ecuación se emplean | lución de la ecuación se emplean 
tantas condiciones iniciales como or- | tantas condiciones iniciales como or- 
den tenga la ecuación. den tenga la ecuación. 


Las condiciones iniciales son 


TABLA 2.1: Comparación entre ecuaciones diferenciales y de diferencia 


es decir: 


Por ejemplo, al establecer f(0) = 1 como condición adicional para la ecua- 
ción (2.2), la única solución válida es f,(k) = 2% 

La tabla 2.1 resume una comparación entre las ecuaciones diferenciales y de 
diferencia. Debido a las grandes semejanzas entre los dos tipos de ecuaciones, 
en Ocasiones nos referiremos a ambas simultáneamente empleando la sigla E.D. 


2.1.3. Ecuaciones diferenciales y de diferencias lineales 
Linealidad 


La linealidad es una propiedad de algunas funciones. Para poseer esta pro- 
piedad es necesario satisfacer dos condiciones. Sea la función f(x): U = V, 
para 11,12 € U y a un escalar, las dos condiciones son: 


1. superposición: f(11 +12) = f(11) + f(x2) 
2. proporcionalidad: f(ax1)=af(x1) 


Las derivadas, las integrales y las diferencias finitas son operaciones lineales. 


La función f(x) =azx +b no es una función lineal, a menos que b sea cero ?. 


2Efectivamente, f (11 +12) =m(x1 +12) +b es diferente de f(21) + f (21) = (mz, +b) y 
(maz + b) 
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E.D. lineales 


Las ecuaciones diferenciales lineales son de la forma: 


du” 


A 


d 
+ +b1() 8 + do(Jult) (2.3) 
mientras que las ecuaciones de diferencia lineales son de la forma: 


an(k)y(k +0) +++ +a1(k)y(k +1) + a0(k)y(k) = 
bm (kJu(k + m) +-+> + b1(kJu(k +1) + do(kJu(k) (2.4) 


En este texto se estudian sólo ecuaciones con coeficientes constantes, es 
decir, los casos en los que las ecuaciones (2.3) y (2.4) se convierten en (2.5) y 
(2.6), respectivamente. Estas ecuaciones representarán el comportamiento de 
sistemas dinámicos como los de las figuras 3.1 y 3.2 en los que la variable u 
estimula al sistema, y la respuesta de éste se manifiesta en la variable y. Además 
sólo se estudiarán aquellos casos en los que n > m. 


dy” dy du” du 
Ana Pa oy (t) = bm +00 di + bout) (2.5) 
any(k +n) ++: +a1y(k +1) + aoy(k) = 
bmu(k + m) y Fbiu(k +1) + bou(k) (2.6) 
2.1.4. Métodos de solución de E.D. lineales 

La solución de una E.D. lineal tiene dos componentes: 

Ycompleta (t) = VYhomogénea (t) + Yparticular (t) (2.7) 
y(t) = ynlt) + yplt) 
o en el caso discreto: 

Ycompleta(k) —= Yhomogénea (k) + Yparticular (k) (2.8) 


y(k) = yn(k) + yp(k) 


Existen varios métodos de solución para las E.D. lineales. Aunque en general 
emplearemos los métodos de las transformadas de Laplace y %, inicialmente 
presentamos uno más elemental y dispendioso, resumido en la tabla 2.2. 
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2.1. ECUACIONES DIFERENCIALES Y DE DIFERENCIA 


Ecuaciones diferenciales Ecuaciones de diferencia 


1. Obtener la solución homogé- 1. Obtener la solución homogé- 


nea con el siguiente procedi- 
miento: 


= Se escribe el polinomio 
característico de la ecua- 
ción. 
Se obtienen las raíces A; 
del polinomio caracterís- 
tico. 


Se construye la solución 


yn(t) = aqet+ o. + 


cy et 


2. Obtener una solución particu- 


lar yp(t). Generalmente se pro- 
cede “probando” una solución 
similar a la función de entra- 


da, u(t) 


. Construir la respuesta comple- 
ta y(t) = ynlt) + yp(t), reem- 
plazar las condiciones inicia- 
les y obtener los coeficientes 
ELE 


nea con el siguiente procedi- 
miento: 


= Se escribe el polinomio 
característico de la ecua- 
ción. 

= Se obtienen las raíces A; 
del polinomio caracterís- 
tico. 


= Se construye la solución 
yn(k) = AA +=>+kcnAl 


2. Obtener una solución particu- 


lar yp(t). Generalmente se pro- 
cede “probando” una solución 
similar a la función de entra- 


da, u(k) 


. Construir la respuesta comple- 


ta y(k) = yn[k) + yp(k), re- 
emplazar las condiciones ini- 
ciales y obtener los coeficientes 
C1)*** Cn 


TABLA 2.2: Métodos elementales de solución de ecuaciones diferenciales y de 
diferencia 
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Ejemplo 2.1 Obtener la solución de la ecuación diferencial lineal: 


y+38y+2y= (0) (2.9) 
donde f(t) = +? + 5t+ 3 y las C.l. son y(0) = 2 y(0) = 3 


1. Obtener la solución homogénea. El polinomio característico es: 


P() =A*+3A +2 
POD)=A+2DA+1) 
Las raíces de P(A) son A1 =—1 A2 = —2 


La solución homogénea es: 


yn(t) =c1e * +0 * (2.10) 


2. Obtener una solución particular: 


Dado que f(t) es un polinomio de grado 2, probamos una solución particular 
de esa misma forma: 
yp(t) = Pat? + Pit + Po 
Calculamos ¿p(t), yp(t) y £(t): 
Yp(t) = 2B2t + Pr 

ijp(t) = 262 

0) =2t+5 
Reemplazamos en la E.D.: 


287 +3(262t + 81) + 2(B2t? + 61t+ 60) =2+5 


que podemos agrupar así: 
282t? + (682 + 281)t + (282 + 361 + 280) = 21 +5 


Al igualar coeficientes obtenemos un sistema de tres ecuaciones y tres incóg- 
nitas: 
202 =0 
62 + 241 = 2 
262 +3P1+2860 =5 


cuya solución es B2 = 0 B1 = 1 Bo = 1, y por lo tanto la solución particular 
es: 


Yp(t) =t+1 (2.11) 
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3. Construir la respuesta completa, y obtener los coeficientes de la respuesta 
homogénea. La respuesta completa es: 


y(t) = yn (t) + yp(t) = aet+arcrt+t+1 
y su primera derivada es: 
y(t) =-cje *—2cge +1 
Al evaluar en t = 0 obtenemos las condiciones iniciales 
y(0) =cie  +eose 404 1=0c1+c2+1=2 
y(0) = —cje —2cye 4 1=-—c1—2c2+1=3 
Con estas dos ecuaciones se obtienen los valores de c, y ca 
cq1=4 ca=-3 


Por lo tanto, la solución completa de la ecuación diferencial es: 


y(t) =4e*-3e7%+1t+1 (2.12) 
Ejemplo 2.2 Sea la Ecuación de diferencias: 
2y(k +2) — 3y(k +1) + y(k) = f(%) (2.13) 


en donde f(k) = k? y las condiciones iniciales son y(0) = 2, y(1) = 1 

Para obtener la solución de esta ecuación podríamos proceder con el método 
propuesto; en lugar de ello, vamos a presentar una alternativa numérica, que consis- 
te en despejar de la ecuación la diferencia más grande, y calcularla iterativamente: 

De la ecuación podemos despejar y(k + 2) 


(F(%) + 3y(k +1) — y(%)) 


DN|r 


y(k +2) = 


Con esta expresión podemos construir la siguiente tabla 


y( y 
o0| 0 y(0) = 2 y(1)=1 | yQ2)=1/2 
¿5 UE! y(1)=1 | y(2)=1/2 | y(3)=3/4 
2| 4 |y(Q2)=1/ 


2 | y(3) =3/4 | y(3) = 23/8 
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Ft) 
R>=R Cc 


FIGURA 2.1: Transformada de Laplace 


2.2. Transformadas de Laplace y Z 


2.2.1. Definiciones 
Transformada de Laplace 


Dada una función f(t) de los reales en los reales, 
FfO:R=R 


Existe una función £ denominada transformada de Laplace que toma como 
argumento f(k) y produce una función F(s) de los complejos en los complejos. 


F(s):C=>C 


La función £7* denominada transformada inversa de Laplace toma como 
argumento F(s) y produce f(t), tal como se visualiza en la figura 2.1 
La transformada de Laplace se define? como: 


Foco [seta (2.14) 


Existe una definición alternativa, conocida como la transformada bilateral 
de Laplace, cuyos límites de integración son (—oo y 00): 


Fols) = £L  (f(t)) = Ne te *dt (2.15) 


Debido a que nuestro interés se centra en el comportamiento de las señales 
a partir del instante de tiempo t = 0, trabajaremos con la versión unilateral de 
la transformada. 
Transformada Z 

Dada una función f(t) de los enteros en los reales, 

FO:Z=R 

3La integral que define la transformada de Laplace puede no converger para algunos valores 

de la variable compleja s,lo que establece una región de convergencia para la transformada de 


una determinada función. Este hecho es irrelevante para nuestras aplicaciones de soluciones 
de E.D. lineales. 
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F (1) 
Z=R CC 


F(z) 


FIGURA 2.2: Transformada Z 


Existe una función 4 denominada transformada Z que toma como argu- 
mento f(t) y produce una función F(s) de los complejos en los complejos. 


F(s):C=C 


La función Z* denominada transformada inversa Z toma como argumento 
F(z) y produce f(k), tal como se visualiza en la figura 2.2. 
La transformada Z se define* como: 


F(2)= Z4£(0)) =)d$()2* (2.16) 
k=0 


Existe una definición alternativa, conocida como la transformada bilateral 
Z, cuyos límites de integración son (—oo y 00): 


F(2)=2Z4f(k)j= Y FU)" (2.17) 


k=—oo 


Debido a que nuestro interés se centra en el comportamiento de las señales 
a partir del instante de tiempo k = 0, trabajaremos con la versión unilateral 
de la transformada. 

La tabla 2.3 muestra una comparación entre las definiciones de las trans- 
formadas de Laplace y Z. 


2.2.2. Propiedades 


Las transformadas de Laplace y Z satisfacen ciertas propiedades que son 
muy similares para una y otra transformada; algunas de estas transformadas 
se listan en la tabla 2.4, y sus demostraciones se presentan en el apéndice A. 
De estas propiedades destacamos los siguientes hechos: 


1. La propiedad de linealidad permite que la aplicación de estas transforma- 
das a la solución de E.D. lineales sea bastante simple. Por el contrario, 
estas transformadas no suelen ser útiles para solucionar E.D. no lineales. 


4De forma semejante al caso de la transformada de Laplace, la sumatoria que define la 
transformada Z puede no converger para algunos valores de la variable compleja z, estable- 
ciéndose así una región de convergencia para cada función. Este hecho es irrelevante para 
nuestras aplicaciones de soluciones de E.D. lineales. 
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Transformada de Laplace Transformada Z 


F(z) 
R—= R CSC Z>R C>o Cc 


La transformada de Laplace se defi- | La transformada Z se define como: 


ne como: F(z) =Z ([f(k)) 
P(s) ZL LF) Pl) = izo Ss 
F(s) = Je F(t)e= “dt 


Transformada bilateral de Laplace: Transformada bilateral Z: 


Fots) = Lo 1 (0) Foz) = Zo 1£ (4); 
Pots) = o He “dt Fale) = hizo Fh)a* 


TABLA 2.3: Comparación de las definiciones de las transformadas de Laplace y Z 


2. Las propiedades de diferenciación y diferencias positivas son las que per- 
miten convertir ecuaciones diferenciales y ecuaciones de diferencia, res- 
pectivamente, en ecuaciones algebráicas. 


3. Hay una diferencia sutil pero importante entre las propiedades de diferen- 
ciación y diferencias positivas: la condición inicial f(0) está multiplicada 
por z en el caso discreto, mientras que en el caso continuo no está multi- 
plicada por s. 


Este hecho origina algunas diferencias en la forma de las parejas de fun- 
ciones y sus transformadas (ver sección 2.2.3) y en la forma en que se 
emplea la expansión en fracciones parciales para calcular las transforma- 
das inversas(ver sección 2.2.5). 


4. La propiedad de multiplicación por el tiempo tiene una expresión directa 
en el caso continuo (multiplicación por t”) mientras que en el caso discreto 
tiene una expresión iterativa (multiplicación por k”). Este hecho se ve 
reflejado en la tabla 2.6. 


5. La propiedad de convolución pone de manifiesto que la transformada 
del producto de dos funciones NO es el producto de las transformadas 
individuales. 
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Transformada de Laplace Transformada Z 


Sean f(0), f1 (0), f2(t) tres funciones 
cuyas transformadas de Laplace son, 
respectivamente F(s), Fi (s), Fa(s), 
y a un escalar (real o complejo). Se 
cumplen las siguientes propiedades: 


Linealidad: 
L1 ft) + f2(6)) = Fi(s) + Fa(s) 
L1af(t)) = ar (s) 


Diferenciación): 
df(t)l + 
ELO) orto) 100) 
Lo] =8"P (5) 


o AE) 


Desplazamiento en frecuencia: 


L[ef(t)) =F(s—-a) 


Multiplicación por t: 


n YF(s) 


L(t"f(t)) = (1) OS 


Teorema de valor inicial: 


lím f(t) 


= lím sF(s) 
t>0+ s—>00 


5El superíndice (% indica la derivada de orden ¿: O = 


Sean f(k), f¡(k), fo(k) tres funcio- 
nes cuyas transformadas Z son, res- 
pectivamente F(2), Fi (2), Falz) y a 
un escalar (real o complejo). Se cum- 
plen las siguientes propiedades: 
Linealidad: 

Z (f1(k) + fo(k)) = Fi(2) + Fal2) 


Z laf(k)) =aF(2) 


Diferencia positiva: 


Z4I(6+1))=2F(2) 2100) 
Z[f(6+m)) =2"F(2) 
O 


Escalamiento en frecuencia: 


Z la" f(t)) = F(2/a) 


Multiplicación por k: 


472 [10 (4) 


Teorema de valor inicial: 


df 
dt? 
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Teorema de valor final: Teorema de valor final: 


lím f(t) = lím sF(s) lím £(k) = lím(2- 1)F(z) 


t=>o00 s—>0 k—=00 z=>1 


Convolución: Convolución: 


ht 


Lift) x f2(t)) = Fi(s) Fa(s) Z(f1(k) * f2(k)) = Fi(2)Fa(z) 


) + fa(t) = e fit —T)flrjdr | f,(k) x fa(h) = y fi(k)fa(h—k) 
k=0 


TABLA 2.4: Propiedades de las transformadas de Laplace y Z 


2.2.3. Parejas de transformadas 


La tabla 2.5 muestra las parejas de transformadas para las funciones ele- 
mentales más importantes en el análisis de sistemas dinámicos. El contenido 
de la tabla se demuestra en el Apéndice A. De estas parejas destacamos los 
siguientes hechos: 


1. 


En cada uno de los casos de las tablas 2.5 y 2.6, las transformadas (de 
Laplace o Z) son fraccciones de polinomios en la variable compleja (s o 


z). 


. Al comparar estos polinomios en funciones análogas (por ejemplo e** y 


a*) notamos que el orden del denominador es el mismo; en el numerador, 
sin embargo, sucede que el orden de los polinomios de la transformada 
Z siempre es superior en 1 al de su contraparte en la transformada de 
Laplace. 


. Si centramos nuestra atención en la tabla 2.5, podemos notar que la ubi- 


cación de los polos, de las funciones transformadas en el plano complejo, 
determina el tipo de función en el dominio del tiempo. Este hecho se 
resalta en la tabla 2.7 y en las figuras 2.3 y 2.4 . 


Las funciones reseñadas en la tabla 2.6 también están asociadas a una 
ubicación específica de los polos en el plano complejo, pero cuando éstos 
se repiten. 
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Transformada Z 


2) 
1 
a 


(4) 


Z 
z— 
z 
z— 


. zsina 
E 292 C0sa 
j zbsina 
22—2bz cos a+b2 
z22—zbcosa 
22—2bz cos a+b2 


TABLA 2.5: Tabla de parejas de transformadas elementales 


Transformada de Laplace 
70) 
tu(t) 
t"u(t) 


teot 


Transformada Z 


F(15) 


a 
um 
$ 


m m 
¡| 
Al ys 

y 


y] 


(sa) 


ta; 
t A (s—0)—w 
(EAS 


ksinak 2” sina—zsina 
E ADIZI 
[22-22 cos a+1] 


5 [+2] cos a—2z 
ka 2”bsina—zb” sina 
Erro [b2+b7” 2] cos a—2b* z 
TABLA 2.6: Tabla de parejas de transformadas elementales multiplicadas por el 
tiempo 


Y) 
e 
€ lo 


| 
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Caso Continuo Coso Discreto 


Ubicación Función 
los "polos 


Semieje real posi- 
tivo 


exponenciales 
crecientes 


Semieje real ne- 


gativo crecientes 


exponenciales de- 


Ea 
del eje real 


(1, 00) 


Intervalo 

(oo, —1) del 
eje real 
Intervalo 
del eje real 


(0,1) 


Intervalo (—1,0) 
del eje real 


Ubicación Función 
los a 


series geométricas 
crecientes no al- 
ternantes 

series 
cas 
alternantes 


geométri- 
crecientes 


series  geométri- 
cas decrecientes 
no alternantes 
series  geométri- 
cas decrecientes 
alternantes 


Eje imaginario sinusoidales Circunferencia sinusoidales. 
unitaria 


Complejos en | funciones 
el semiplano 


derecho 


nusoidales 
plificadas 
una 
creciente 
sinusoidales 
plificadas 
una 


Complejos en 

el semiplano 

izquierdo 
decreciente 


exponencial 


exponencial 


Complejos fuera 
del círculo unita- 
rio 


Complejos dentro 
del círculo unita- 
rio 


sinusoidales am- 
plificadas por una 
serie geométrica 


creciente 


sinusoidales 
plificadas por una 
serie geométrica 
decreciente 


am- 


TABLA 2.7: Ubicación de los polos en los planos complejos y funciones en el tiempo 
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FIGURA 2.3: Funciones continuas según la ubicación de sus polos en el plano s 


FIGURA 2.4: Funciones discretas según la ubicación de sus polos en el plano s 
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2.2.4. Utilización de la tabla de parejas de transformadas 


Para emplear las tablas 2.5 y 2.6 para obtener la transformada inversa de 
una función, primero hay que expresar esta última como alguno de los casos 
que aparecen en dichas tablas. Suele ser útil recordar que las transformaciones 
de Laplace y Z son funciones lineales. 


4 


Ejemplo 2.3 Para obtener la transformada inversa de Laplace de F(s) = 3%, 


primero reescribimos la F(s) como: 


s—-3 s—-3 


.// 1 
La expresión 3; es de la forma 7, 


e“. Aplicando linealidad tenemos: 


cuya transformada inversa de Laplace es 


FE) =L ES) == (13) =4p= [ E 5) = 4e3t 


En 
Ejemplo 2.4 Para obtener la transformada inversa de Laplace de F(s) = E, 
primero destacamos que el denominador de F(s) es de segundo orden, y por tanto 
es similar al que aparece en las transformadas de Laplace de las sinusoides amor- 
tiguadas. Con esto presente, buscamos reescribir F(s) con el denominador en la 
forma (s — 0)? + w?. Para ello, nótese que: 


(s-0 +u*=s*—20s +0? +w? 


Igualando los coeficientes podemos identificar —20 = 1 (y por tanto o = —1/2) 
y 0 +uw? = 1 (y por tanto w” = 3/4). En consecuencia, podemos reescribir F(s) 
como: 


s+2 s+2 
A NE A CR CCE 3 
eE (a+ 23) +3 
s+1+3 s+1 E 
1 A 
EF PAE (4347 


Los dos sumandos corresponden a transformadas de la forma e”! cos(wt) + 
e”? sin(wt), por lo tanto: 


FSE HE = e73t co Le) + V3e73* ia 


Este resultado puede reescribirse utilizando la identidad trigonométrica: 


Acoso + Bsino = C cos(d +0) 
con C= VA? + B? y 0 =—tan”! %. Por lo tanto, f(t) resulta ser: 
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Cos Y3, + V3 sin —+ 
2 2 
V1+3c0s (5 — tan”! 3] 


f(t) = 207?! cos (A - ww) 


il 


Ft) =e78 


2.2.5. Transformadas inversas por expansión de fraccio- 
nes parciales 


Una de las estrategias que pueden emplearse para obtener la transformada 
Inversa de Laplace (o 2) de una función racional de polinomios en s (o 2): 


ams" +-:--+018+ Qo 


PO tE fs + o 


consiste en reescribir F(s) (o F(z)) como suma de funciones más sencillas, 
cuyas transformadas inversas sean posibles de obtener mediante la lectura de las 
tablas de parejas. Este procedimiento se conoce como la expansión en fracciones 
parciales. 

El procedimiento general puede enumerarse como sigue: 


1. Sim > n entonces se realiza la división hasta obtener una fracción en la 
que el grado del polinomio del denominador sea mayor al del numerador; 
en los siguientes puntos se trabaja sólo con la fracción. 


Ejemplo 2.5 


28. +5+2 3 
F(s) = ———— =258-1+ —— 
(s) s+1 úl ¡e 


2. Identificar las raíces del polinomio del denominador (p;,), y cuántas veces 
se repite cada una de ellas (r,, o multiplicidad de la raíz). 


N(s) _ N(s) 
Dís)  (s—p1)1(s— p2)"2 +++ (s — pr)”* 


Evidentemente la suma de las multiplicidades será n, el grado del polino- 
mio D(s) 


F(s) = 


3. Escribir la fracción como suma de fracciones parciales: 


N(s) Ar Atr, A>1 Apr, 
= — _—_—_—_—_ na —h SAGA ES + AAA + 0 la + E AE 
D(s)  (s—p1) (s—p1)* — (s— pz) (s — pr)”* 
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4. Obtener los coeficientes A;; 


Este sencillo procedimiento tiene dos puntos de dificultad, el primero de 
los cuales es cómo encontrar las raíces de D(s), y el segundo cómo obtener los 
coeficientes Aj. 

Para la obtención de las raíces suponemos que disponemos de algún tipo de 
procedimiento (analítico o computacional) para ello. Para la obtención de los 
coeficientes Aj, por su parte, pueden seguirse los siguientes procedimientos, 
según sea el caso: 


1. Polos de multiplicidad 1 


Si el polo p; tiene multiplicidad 1, el coeficiente A;1 de la expansión podrá 
calcularse como: 


Au = ((s PF (Ss) Hp, (2.18) 


Ejemplo 2.6 


—3s+ 1 Ar1 Ao1 


ÓS (s+2M8+LD 5s+2 5+4 


A o 
O o A E E 


(s+2)/(s+4) s+2 s+4 


2. Polos de multiplicidad mayor que 1 


Si el polo p; tiene multiplicidad r;, el coeficiente A¿¡ de la expansión podrá 
calcularse como: 


: )! == Us — pi)"F(s)) (2.19) 


(ri a 3 s—=Pi 


Asj = 


Esta expresión también es válida para r, = 1, si se considera que 0! = 1, 
y que la derivada de orden cero es la misma función. 


Ejemplo 2.7 
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1 0 3 45? —1 2 
A A, A 
1 dd ds? —1 
Ajo = om dsí (6 + 2 (+ 5) = 8s|.--2 = 8(-2) = -16 
! s=-2 
1 de 3 45? —1 1 
a eo 
F(s) = 452 —1 4 —16 16 


Ly RD NE E 


El procedimiento anterior también es válido cuando las raíces del denomi- 
nador son complejas: 


Ejemplo 2.8 
10 Ax1 A21 Az1 


a e E) 


Aj = (+ ) = ( — ) == 
s(s2 + 4s+13))|._, (s2 445413) ) |. 13 

Az = (6 =(52 Rm) ec 

10 
An = (6 === 38)) j s=-2453 
O 
10. 

10 
ae e = (22 m1) s=-2-53 
0 AAA O ms 

o 


Las fracciones complejas pueden sumarse (nótese que los numeradores y deno- 
minadores de una fracción son los conjugados de la otra): 


F(s) = 10 _ 10/13 _ 0.775+3.08 
—s(s2.+4s +13) ss s? + 45+ 13 
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Otra estrategia 


Existe otra posibilidad para obtener los coeficientes A;¿. Consiste en efectuar 
la suma de las fracciones parciales e igualar coeficientes. 

También pueden combinarse las dos estrategias. Además, puede emplearse 
el hecho según el cual la suma de las fracciones debidas a polos complejos 
conjugados serán de la forma: 

As+B 
s24+Cs+ D 
Ejemplo 2.9 
-3s+1 A A 
Hz s+ _ An 21 
(s+2)(8+4) s+2 s+4 


Al sumar las fracciones parciales se tiene: 


Aa RR, AS A AA 
(s+2)(8+4) — (s+2D(s+4) 
Pi +A) tn do) 


(s + 2)(s + 4) 


Al igualar coeficientes se genera un sistema de dos ecuaciones lineales con dos 
incógnitas: 


Anut+4Aa= -—3 
de o 1 Am=7/2 An =-18/2 
A E ETE 
1500 2227 22 
Ejemplo 2.10 


s(s? + 4s +13) 3 Pra 


Obtenemos el primer coeficiente con 2.18: 


An = (ot) Eze (sn) 


Reescribimos la expansión e igualamos coeficientes: 


10 
13 


s=0 


a As+B 

S al s2 + 4s+ 13 
103244105 4 32 + As? + Bs 

a s(s? + 4s +13) 


10 = 
¡0 = 9 A4=-10/13 B=-40/13 
dy B= 
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F(s) = 10 10/13. —Hs=R 
s(s? + 4s +13) S s? +45 +13 

is 10 z 10/13 0.775 + 3.08 
s(s? + 4s +13) S s? + 45+ 13 


2.3. Solución de E.D. lineales mediante 
transformadas 


La solución de Ecuaciones Diferenciales (o de diferencia) mediante transfor- 
madas emplea el siguiente procedimiento: 


1. Aplicar la transformada (de Laplace o Z según sea el caso) a cada lado 
de la Ecuación. 


2. Despejar la transformada de la función desconocida. 


3. Aplicar la transformada inversa (de Laplace o Z según sea el caso) a la 
función desconocida. 


Para la aplicación del último paso, suele ser conveniente utilizar la expansión 
en fracciones parciales. 


Ejemplo 2.11 Resolver la ecuación diferencial 
y(k +2) + 3y(k +1) + 2y(k) = 5u(k) 
Con las condiciones iniciales : y(0) =—1, y(1) = 2. 
1. Al aplicar la transformada % a cada lado de la ecuación se tiene: 
Z Ly(k +2) + 3y(k +1) + 2y(k)) = Z (5u(k)) 
Debido a la propiedad de linealidad se tiene: 


Z fy(k +2), +32 (y(k+1)) +22 [y(k); =52 (u(k), 


Si denominamos por Y (2) a Z [y(k)), y empleamos la propiedad de diferen- 
cias positivas, tenemos: 


2 
2=1 


[Y (2) — 4y(0) — 24(1)] +3 [2Y (2) — zy(0)] + 2Y (2) =5 


Reemplazando los valores de las condiciones iniciales, tenemos: 


2 
2=1 


[PY (2) + 22-22) +3[2Y (2) + 2] +2Y (2) =5 
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2. Para despejar la transformada de la función desconocida Y (2) escribimos: 


Y (z) [2 +324+2] + 22-224 32 =5— 


2=1 
8 
Y (2) [24 + 32 + 2] e 
z2=1 2=1 
2 +6z 2 +6z 


Y (2 —_MMMMIX>< > 40 
(2) (¿-1D)22+32+2)  (2-1)(2+1)(2+2) 
3. Para aplicar la transformada inversa Z primero efectuamos una expansión en 
fracciones parciales de Y2) 


Y (z) 224 +6 Ar Az1 Az 


z —G-DC+DE+2) E 2+2 


Los coeficientes se pueden calcular como: 


En ( -2+6 ) 3) 
MAS ON == 
CAE a 
-2+6 5 
tal 
CG-D06+2)l,-1 2 
-2+6 2 
A31 = (E) == 
Ei +DJ)., 3 
Por lo tanto: 
Y). 2446 _ > di 2 3 
z G-DG+DG+2 2-1 2+1 242 
AE 


2-1 2¿2+1 2+2 


La transformada inversa % se puede obtener ahora en forma directa: 


y(K) = 2 (0) = ul) + ED 3) 
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Capítulo 3 


Introducción al análisis de sistemas 
dinámicos lineales 


En este capítulo se presentan algunas herramientas básicas del análisis de 
sistemas dinámicos. La sección 3.1 muestra cómo puede descomponerse la res- 
puesta de cualquier sistema dinámico en las respuestas de entrada cero y de 
estado cero; a partir de esta última se presenta en la sección 3.2 la definición 
de función de transferencia; con esta definición, en las secciones 3.3 y 3.4 se 
presentan dos herramientas gráficas, los diagramas de bloques y los diagramas 
de flujo de señal; la respuesta al impulso se analiza en la sección 3.5. 


3.1. Respuestas de estado cero 
y de entrada cero 


3.1.1. Sistemas continuos 


FIGURA 3.1: Sistema dinámico continuo 
Supóngase un sistema dinámico lineal continuo como el de la figura 3.1, 
cuya relación entre la entrada u(t) y la salida y(t) está descrita por la siguiente 


ecuación diferencial genérica: 
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d”y dy d”u du 
n= +. — t) =bm=>— +: +bi>— + bguílt 3.1 
An ggn Fo Org Hoy) q $ 
o en forma resumida: 
y ayW (t) = Ne bu” (e) 
i=0 i=0 


Al aplicar la transformada de Laplace a esta ecuación se tiene: 


Ya (ri o) e y010)) 


k=0 


Nas Y(s) - y (E 00) = 
y bis U(s) pa D (E gi =1 y (k) 0) 
í=0 =0 Ak=0 


De esta ecuación podemos despejar Y (s) como: 


Y ais Y (s) = Y bis U(s)+ 

¿=0 ¿=0 
n ¿1-1 j m i—-1 
ye (E s—k=1g/(4) 0) e y (E gi k=17/(4) 0) 
¿=0 Mk=0 ¿=0 Xk=0 

q bistU(s) 
(s) ia as Ñ 
ll a si1g00 (0+)) 2 e sE (0+)) 
izo Us pS di 
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o de otra forma: 


oi 

Y (s) = a U(s)+ 
1=0 2 

El ai SHO (0+)) tol a sE (0+)) 


y. a gi (3.2) 
1=0 2 


La ecuación (3.2) muestra que la respuesta de un sistema dinámico continuo 
puede descomponerse en dos partes!: 


Respuesta de estado cero: es la primera parte de la ecuación (3.2). Depen- 
de de la entrada U(s) y no de las condiciones iniciales; de hecho, es la 
respuesta que tiene el sistema si las condiciones iniciales son cero, es decir, 
si su estado inicial es cero (de allí su nombre). 


Respuesta de entrada cero: es la segunda parte de la ecuación (3.2). De- 


pende de las condiciones iniciales y no de la entrada U(s); de hecho, es la 
respuesta que tiene el sistema si la entrada es cero (de allí su nombre). 


3.1.2. Sistemas discretos 


FIGURA 3.2: Sistema dinámico discreto 
Supóngase un sistema dinámico lineal discreto como el de la figura 3.2, cuya 


relación entre la entrada u(k) y la salida y(k) está descrita por la siguiente 
ecuación de diferencias genérica: 


any(k +10) ++ +a1y(k +1) + aoy(k) = 
bnulk +n) +++ +biy(k+1) +bguí(k) (3.3) 


o en forma resumida: 


S ajy(k +4) =) > du(k +1) 
1=0 1=0 


lOtra clasificación corresponde a respuesta forzada (con la forma de la entrada) y res- 
puesta natural (con la forma debida al polinomio característico). 
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Al aplicar la transformada Z a esta ecuación se tiene: 
Z (E asy(k + 0) =2Z (E bju(k + ») 
i=0 ¿=0 


uz tl (k+0) = 0,2 Lal (+0) 


1=0 
n 1-1 a m 1-1 
Na | ¿Y(2)-) (a) ] =D Y zu 
i=0 j=0 1=0 j=0 
n n i-1 m 1-1 
y aj Y (2) — e E Zz => bizU(z )- y Pa 0) 
¿i=0 ¿i=0 Aj=0 i=0 Mk=0 
De esta ecuación podemos despejar Y (2) como 
m 1-1 : 
Yuri) = Y tat0() q Ys y(j) - y N 27 ul) 
¿=0 Aj=0 i=0 Áj=0 


izo diz U (2) 
Y j=o 2 
a a sI (0+)) ol a E FA (0+)) 


Y (2) = 


20 az 0 az 


o de otra forma: 


Y (2) = ERAS U(s)+ 


A O) 
ima 42 


De forma semejante al caso continuo, la ecuación 3.4 muestra que la res- 
puesta de un sistema dinámico continuo puede descomponerse en dos partes: 


(3.4) 


Respuesta de estado cero: es la primera parte de la ecuación 3.4. Depende 
de la entrada U(z) y no de las condiciones iniciales; de hecho, es la res- 
puesta que tiene el sistema si las condiciones iniciales son cero, es decir, 
si su estado inicial es cero (de allí su nombre). 
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Respuesta de entrada cero: es la segunda parte de la ecuación 3.4. Depen- 
de de las condiciones iniciales y no de la entrada U(z); de hecho, es la 
respuesta que tiene el sistema si la entrada es cero (de allí su nombre). 


3.2. Funciones de transferencia 


Se define la función de transferencia de un sistema continuo o discreto como 
la relación en el dominio de la frecuencia compleja entre salida y entrada con 
condiciones iniciales nulas 


Y (s) 
U(s)le.1.o 


Y (2) 
Ulz)lo.1.o 


De acuerdo con las ecuaciones 3.2 y 3.4, la función de transferencia será, 
para los casos continuo y discreto, respectivamente: 


Pole izo bis" HE Nico biz 
(s) = SO asi (2) = == 
i=0 as io 02 


Las expresiones 


sólo son válidas si las condiciones iniciales son nulas. En este caso, es posible 
representar gráficamente la relación entrada-salida del sistema mediante dos 
tipos de diagramas: 


Diagramas de bloque: la figura 3.3 muestra un sistema como un bloque de- 
finido por la función de transferencia F(s) o F(z), que recibe una señal 
de entrada U(s) o U(z) y entrega una señal de salida Y (s) o Y (2). Estos 
diagramas se explican en la sección 3.3. 


Diagramas de flujo de señal: la figura 3.4 muestra un sistema como dos 
señales U(s) y Y (s) (o U(z) y Y (2)) relacionadas entre sí por la función 


de transferencia F(s) o F(z). Estos diagramas se explican en la sección 
3.4 


FIGURA 3.3: Diagrama de bloques mínimo 
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FIGURA 3.4: Diagrama de flujo de señal mínimo 


3.3. Diagramas de bloques 

Un sistema complejo puede representarse por distintos subsistemas inter- 
relacionados. Estas relaciones pueden visualizarse mediante un Diagrama de 
Bloques. 

La figura 3.5 muestra algunas de las equivalencias que rigen el álgebra de 
los diagramas de bloques. Éstas se emplean para obtener diagramas de bloques 
equivalentes reducidos, y así encontrar la función de transferencia de sistemas 
complejos. 


Ejemplo 3.1 ? Para obtener la función de transferencia equivalente del diagrama 
de la figura 3.6 inicialmente intentaríamos efectuar reducciones de bloques en cas- 
cada o en paralelo, pero en el diagrama no se identifica ninguno de estos bloques. 
No obstante, podemos efectuar una reducción con el siguiente procedimiento: 


= Desplazamos el sumador que recibe la señal de b¡ (ver figura 3.7(a)) 


= Intercambiamos el orden de los dos sumadores contiguos, ya que la suma es 
conmutativa (ver figura 3.7(b)) 


= Efectuamos una reducción del bloque en retroalimentación resultante (ver 
figura 3.7(c)) 


= Efectuamos una reducción del bloque en cascada resultante (ver figura 3.7(d)) 
= Identificamos un bloque en paralelo (ver figura 3.7(e)) 

= Efectuamos la reducción del bloque en paralelo (ver figura 3.7(f)) 

= Efectuamos un desplazamiento del segundo sumador (ver figura 3.7(g)) 


= Identificamos un bloque en paralelo y un bloque en retroalimentación (ver 
figura 3.7(h)) 


= Efectuamos la reducción de los bloques identificados (ver figura 3.7(h)) 


= Efectuamos la reducción del bloque en cascada final (ver figura 3.7(1)) 


2Adaptado de [9] 
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3.3. DIAGRAMAS DE BLOQUES 


Suma de señales 


Conexión en cascada 


PFa(s) 


Conexión en paralelo 


G(s) 
EG(s)H (s 


FIGURA 3.5: Equivalencias de los diagramas de bloques 
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FIGURA 3.6: Diagrama de bloques del ejemplo 3.1 


3.4. Diagramas de flujo de senal 


La figura 3.8 presenta las relaciones básicas de un diagrama de flujo de 
señal. Nótese que el énfasis se pone en la señal y no en el sistema, a diferencia 
de los diagramas de bloques. Este es un texto de análisis de sistemas y no de 
análisis de señales, por esa razón preferimos los diagramas de bloques a los de 
flujo de señal. 

No obstante lo anterior, el ejemplo 3.1 pone de manifiesto que para la ob- 
tención de la función de transferencia de un sistema a partir de su diagrama 
de bloques, es necesario desarrollar una habilidad específica debido a que no 
existe un algoritmo para ello. Por el contrario, si se utilizan diagramas de flujo 
de señal sí se cuenta con un procedimiento para la obtención de la función de 
transferencia, conocido como la regla de Mason. 

La regla de Mason, que se explica en la sección 3.4.1, emplea las definiciones 
que se presentan a continuación y que se ilustran en el ejemplo 3.2. 


Camino directo: conjunto de ramas que llevan de la entrada a la salida, sin 
repetirse. 


Ganancia de camino directo: producto de las ganancias de las ramas que 
forman el camino directo. 


Lazo cerrado: conjunto de ramas que parten de un nodo y llegan al mismo 
nodo, sin repetir ningún otro nodo. 


Ganancia de lazo cerrado: producto de las ganancias de las ramas que for- 
man un lazo. 


Lazos adyacentes: lazos que comparten al menos un nodo. 


Lazos no adyacentes: lazos que no comparten ningún nodo. 
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(g) Séptimo paso (h) Octavo paso 


j O Paso 


(1) Noveno paso 


FIGURA 3.7: Solución del ejemplo 3.1 
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Nodos y Ramas 


Y (s) = Fi(s)X1(s)+ 
Fa(s)X2(s) — Fs(s)X3(s) 


FIGURA 3.8: Equivalencias de los diagramas de flujo de señal 


Ejemplo 3.2 Considérese el diagrama de flujo de señal de la figura 3.9(a) 
Camino directo: las figuras 3.9(b) y 3.9(c) muestran los caminos directos. 3.2 
Ganancia de camino directo: las ganancias de camino directo son: 

= Figura 3.9(b): T, = G1(s)Ga2(s)G3(s)Ga(s)G5(s)G6(s) 


= Figura 3.9(c): Ta = G1(s)G2(s)G3(s) 
Gi2(s)Gó(s). 


Lazo cerrado: las figuras 3.9(d) a 3.9(f) muestran los lazos del ejemplo. 
Ganancia de lazo cerrado: las ganancias de lazo cerrado son: 

= Figura 3.9(d): L¡ = Ga(s)Go(s)Gio(s) 

= Figura 3.9(€): La = Ge(s)G7(s)Gg(s) 

= Figura 3.9(f): L3 = G2(s)G3(s)Ga1(s)G12(s)G13(s) 


Lazos adyacentes: los lazos mostrados en las figuras 3.9(e) y 3.9(f) son adya- 
centes. 


Lazos no adyacentes: los lazos mostrados en las figuras 3.9(d) y 3.9(e) son no 
adyacentes. 


3.4.1. Regla de Mason 


El cálculo de la función de transferencia F(s) de un diagrama de flujo de 
señal esta dado por: 


AOS AI 


STE A 
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G11(s) 


E . <- + Ja * <<: EN 
(b) Camino directo 1 (c) Camino directo 2 
EN AE 
$ <- E e . <<: .? 
(d) Lazo cerrado 1 (e) Lazo cerrado 2 
DE 
e.>. >—e> >. . >. ? 


(£) Lazo cerrado 3 


FIGURA 3.9: Definiciones de diagramas de flujo de señal 
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FIGURA 3.10: Diagrama de flujo de señal del ejemplo 3.3 


Donde: 
= p= Número de caminos directos de X(s) a Y (s) 
= T,= Ganancia del camino directo número k 


= A=1 

- (Suma de ganancias de lazos cerrados) 
+ (Suma de ganancias de lazos no adyacentes tomados de a 2) 
- (Suma de ganancias de lazos no adyacentes tomados de a 3) 
+ (Suma de ganancias de lazos no adyacentes tomados de a 4) 


= Az: A para el diagrama eliminando los lazos que tocan el camino número 
k 


Ejemplo 3.3 Para el sistema de la figura 3.10 la aplicación de la regla de Mason 
es como sigue: 


= Sólo existe un camino directo (p = 1), cuya ganancia es: 


T,| = G1G2G3G4G;5 


= Existen cuatro lazos cerrados, cuyas ganancias son: 


L, =G2H1 
L2 =G4H) 
L3 =G6H3 


La =G2G3G1G5H1G6H;5 
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Como existen 4 lazos, hay 6 posibles grupos de 2 lazos (L¡L2, LiL3, LiLa, 
La3L3, L2La, LzLa), pero de ellos, sólo son no adyacentes los siguientes: 


L¡L2 =G2H,G4H» 
L¡L3 =G2H,G6H3 
L2L3 =G4H2G6H;3 


Como existen 4 lazos, hay 4 posibles grupos de 3 lazos (L¡L2L3, L¡L2La, 
L¡L3La4, L2L3La), pero de ellos, sólo hay uno que es no adyacente: 


Li¡LoL3 = G2H¡G4HG6H3 


Como existen 4 lazos, sólo hay un posible grupo de 4 lazos (L¡L2L3La4), 
pero estos son adyacentes. 


De acuerdo con lo anterior, el valor de A es: 


1 
E 
+(L1 Lo + Li¡L3 + Lo2Lg3) 
—(L1L2Lz3) 


1 
(GH; + G4H3 + G6H3 + G2G3G4G5H1G6H;5) 
+(G2H,G4Ho + G2H¡G6H3 + G4H2G6H3) 
—(G2H1G4H2G6H3) 


A = 


Al eliminar los lazos que tocan el único camino directo sólo subsiste el lazo 
L3. Por lo tanto resulta: 


Ay = 1- (G6Hz) 


Dado que sólo hay un camino directo, la función de transferencia se calcula 
como: 

p 
Y (s) EA dog TLAx NN TIA 


X(s) A A 


F(s) = 


Gacta iii) 
1-(G2H1+G4H2+G6H3+G2G3G4G5 H4G6H5) 
+(G2H1G4H24+G2H1G6H34+G4H2G6H3) 
—(G2H1G4H2G6H3) 


F(s) = 
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FIGURA 3.11: Función impulso unitario discreto 


3.5. Respuesta al impulso 


La función de transferencia presentada en la sección 3.2 permite caracterizar 
un sistema dinámico lineal invariante en el tiempo, en situación de reposo, 
mediante una expresión en el dominio de la frecuencia compleja s o z. La 
respuesta al impulso logra esa misma caracterización, pero en el dominio del 
tiempo t o k, mediante el estudio del comportamiento del sistema cuando se 
estimula con una señal especial: el impulso unitario?. 


3.5.1. Caso discreto 
La función impulso unitario discreto 


Dado un sistema como el de la figura 3.2 la respuesta al impulso es la 
respuesta del sistema cuando la entrada es el impulso unitario $(k), con con- 
diciones iniciales nulas. La respuesta al impulso suele denotarse por h(k), y su 
transformada Z por H(z) 

La función d(k) (ver figura 3.11) se define como: 


DO 
50 =(, 40 


Una de las características importantes de la función 0(k) es que su trans- 
formada Z es 1, tal como se muestra a continuación: 


Z(5(k)) = > ó(k)27* =8(0)20=1 


k=—0o0 


Supóngase un sistema discreto con condiciones iniciales nulas, con función 
de transferencia F(z), que se excita con el impulso unitario (figura 3.12). La 


3Pese a que en todo el texto se presentan los temas primero para el caso continuo y luego 


para el discreto, en esta sección se ha hecho una excepción, debido a que el caso discreto es 
notablemente más fácil de presentar que el continuo. 
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respuesta del sistema, en el dominio de la frecuencia z será el producto de la 
entrada por la función de transferencia: 


Z(0(k)) =1 F(2) H(z) 


FIGURA 3.12: Sistema dinámico discreto estimulado con el impulso unitario 


Este hecho pone de manifiesto la relación que existe entre la respuesta al im- 
pulso y la función de transferencia (ver figura 3.13): la función de transferencia 
es la transformada Z de la respuesta al impulso 


Z 


A 


Respuesta al impulso Función de transferencia 


> 


z 


FIGURA 3.13: Relación entre la respuesta al impulso y la función de transferencia. 
Caso discreto 


La respuesta a un impulso genérico 


Supóngase un sistema discreto lineal, que es excitado con la función impulso 
0(k), y cuya salida es la respuesta al impulso A(k), tal como el de la figura 
3.14(a). Si ese mismo sistema se excita con la función impulso, pero retrasada 
en 1, la salida debe ser la misma respuesta al impulso retrasada en 1, como se 
muestra en la figura 3.14(b) ya que se supone que el sistema es invariante en el 
tiempo. 

Por otra parte, debido a que el sistema es lineal, al multiplicar la entrada 
por un escalar c la salida se multiplicará por el mismo escalar c; por lo tanto, si 
el sistema recibe como entrada la señal impulso có(k— 1), la salida será ch(k—4) 
(ver figura 3.14(c)). 


Convolución 


Una señal discreta cualquiera x(k) es un conjunto de valores en el tiempo, 
que puede representarse como la suma de infinitos impulsos individuales y;, tal 
como se muestra en la figura 3.15. 
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(b) Respuesta al impulso discreto retrasado 


có(k — 1) F(z) ch(k — 1) 


(c) Respuesta al impulso discreto genérica 


FIGURA 3.14: Respuesta al impulso discreto 
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Además, cada uno de los pulsos individuales 1, puede representarse como 
un impulso aplicado en el instante de tiempo +¿, cuya amplitud es justamente 
x(0). Dicho de otra forma, cualquier señal puede escribirse como: 


x(k) =---+2x(-1)0(k — (-1)) + x(0)8(k — 0) + x(Dó(k-1)+--' 


x(k) = NY e(iJó(k —i) 


1=—00 


Debido a que el sistema es lineal, podemos aplicar el principio de superpo- 
sición, y obtener la respuesta del sistema y(k) cuando la entrada es x(k) como 
la suma debida a cada uno de los impulsos w, (suponiendo condiciones iniciales 
nulas). Estas respuestas son de la forma que se muestra en la figura 3.14(c), y 
por tanto la respuesta y(k) será de la forma: 


y(k) => + x(—Dh(k-— (-1)) + x(0)h(k — 0) + x()h(k-1)+--- 
y(k) = DS a(i)h(k— 4) =x(k) x h(k) 


Esta última sumatoria corresponde a la convolución discreta de las señales 
x(k) y h(k), representada por el operador x 

El resultado anterior no debe sorprender, ya que al aplicar la transformada 
Z a cada lado de la igualdad se tiene: 


Zly(k)) = Zdx(k) xh(k)) = Zlu(k),21[h(k)) = X(2)H (2) 


y la transformada Z de la respuesta al impulso resulta ser la función de trans- 
ferencia del sistema, tal como se había mostrado ya en la figura 3.13. 


3.5.2. Caso continuo 
La función impulso unitario continuo 


Para obtener con sistemas continuos un resultado similar al mostrado pa- 
ra sistemas discretos en la sección 3.5.1 es necesario contar con una función 
continua cuyas propiedades sean análogas a las de la función impulso discreto; 
es decir, se necesita una función cuya transformada de Laplace sea 1. Dicha 
función es la función impulso o delta de Dirac, generalmente representada por 
d(t). 

Para presentar la función 0(t), primero consideramos la función da (t), cuya 
gráfica se muestra en la figura 3.16: 


1/A t€|[0, A] 
dato =( 0 tE DA] 
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-=3-2-1 Ll 2-3 


FIGURA 3.15: Descomposición de una señal discreta 
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da(t) 
1/A 
t 
A 
FIGURA 3.16: Función da 
ó(t) 
t 


FIGURA 3.17: Función impulso unitario continuo 


Nótese que el área bajo la gráfica de la función da(t) es 1, independiente- 
mente del valor de A, es decir, 


/ da(tldt=1  VA>0 


—= 00 


Se define la función delta de Dirac como la función que resulta al disminuir 
A progresivamente, hasta llevarlo al límite en que tiende a cero: 


3(t) = Jím da(t) 


Esta función, cuya gráfica se muestra en la figura 3.17 conserva la propiedad 
según la cual el área bajo la gráfica es 1 


7 A 5(t)Jdt =1 


Además, si calculamos el área bajo la gráfica desde —oo hasta un valor t el 
resultado es la función escalón unitario ¡u(t) 


t 


tl y 


0- 


Por otra parte, consideremos el producto de la función da (t) desplazada en 
el tiempo, con una función f(t) cualquiera, y calculemos el área bajo la gráfica 
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TIFA 


| 


FIGURA 3.18: Área bajo la curva f(t)da 


de ese producto (ver figura 3.18) 


00 THFA 
1 (dalt md = 1 nh 


Para valores de A suficientemente pequeños, el área puede hacerse equiva- 
lente a la de un rectángulo de base A y altura HO, por lo tanto, 


lím de F(t)dA(t — rjdt = Am =f(r) 


A=0 


El límite puede introducirse en la integral, con lo que se obtiene 
1 O) La dA(t — ridt = / FOJS(t— ridt = f(7) (3.5) 


Es posible demostrar que la transformada de Laplace del impulso es 1, es 
decir que 
L(9(0)) = | eraode=1 
0 


Para ello, puede aplicarse directamente el resultado de la ecuación 3.5 o consi- 
derar la propiedad de la transformada de Laplace según la cual 


el facu) = LEO - 10 


S S 


Obsérvese que la transformada de Laplace de p(t), que es 1/s puede escribirse 


cg Lio y=£ l / i ade) A a 


S Ss 


por lo tanto 
L1o(t)) =1 
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Respuesta al impulso 


Dado un sistema como el de la figura 3.1 la respuesta al impulso es la 
respuesta del sistema cuando la entrada es el impulso unitario Í(t), con con- 
diciones iniciales nulas. La respuesta al impulso suele denotarse por Ah(t), y su 
transformada de Laplace por H(s) 

Si el sistema continuo tiene una función de transferencia F(s), (figura 3.19), 
la respuesta del sistema, en el dominio de la frecuencia s será el producto de la 
entrada por la función de transferencia: 


Este hecho pone de manifiesto la relación que existe entre la respuesta al im- 
pulso y la función de transferencia (ver figura 3.20): la función de transferencia 
es la transformada de Laplace de la respuesta al impulso 


LAS(t)) =1 F(s) H(s) 


FIGURA 3.19: Sistema dinámico continuo estimulado con el impulso unitario 


£L 


AAA 


Respuesta al impulso Función de transferencia 


> a 


Lol 


FIGURA 3.20: Relación entre la respuesta al impulso y la función de transferencia. 
Caso continuo 


De manera semejante al caso discreto (ver sección 3.5.1) puede argumentarse 
que debido a que el sistema es lineal e invariante en el tiempo, la respuesta del 
sistema a una señal impulso genérica có(t — 7) será ch(t — 7) 

Convolución 


La ecuación 3.5 muestra que una señal cualquiera x(t) puede representarse 
como la convolución continua entre x(t) y S(t) identificada con el operador * 
(se han intercambiado las variables t y 7, lo que no altera el resultado): 


x(t) = de x(rj9(t — ridr = x(t) * ó(t) 
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La integral es la suma de infinitos términos (términos infinitesimales), y por 
tanto podemos emplear el principio de superposición para obtener la respuesta 
del sistema y(t) cuando la entrada es x(t) como la suma debida a cada uno de 
los términos infinitesimales (suponiendo condiciones iniciales nulas), es decir: 


[o,0) 
y(t) = / x(Tjh(t— r)jdr = x(t) x h(t) 
00 

Al igual que en el caso discreto, la respuesta del sistema a una entrada 
cualquiera x(t) se puede obtener como la convolución (continua) de esa entrada 
con la respuesta al impulso. 

Este resultado concuerda con una afirmación previa, ya que al aplicar la 
transformada de Laplace a cada lado de la igualdad se tiene: 


LAy(1)) = Lix(t) xh(0) = Lal Lih(t)) = X(s)H (s) 


y la transformada de Laplace de la respuesta al impulso resulta ser la Función 
de transferencia del sistema, tal como se había mostrado ya en la figura 3.20. 
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Capítulo 4 


Sistemas de primer y segundo 
orden 


Los sistemas de primer y segundo orden merecen especial atención, ya que 
ellos presentan los comportamientos básicos que pueden aparecer en cualquier 
sistema dinámico. Dicho de otra forma, en general un sistema dinámico pre- 
sentará un comportamiento que puede descomponerse en los comportamientos 
más simples de los sistemas de primer y segundo orden. 


Este hecho puede explicarse observando el método de solución de E.D. que 
emplea expansión en fracciones parciales (ver sección 2.2.5): una fracción se des- 
compone en fracciones más simples en donde los denominadores son polinomios 
de primer o segundo orden. 


La excepción a esta regla la constituyen los sistemas con polos repetidos, 
en donde además aparecen los mismos comportamientos básicos multiplicados 
por t” o k” (ver tablas 2.5 y 2.6). 


En este capítulo se estudian los sistemas continuos de primer y segundo 
orden. En todos los casos se procederá de la misma forma: se seleccionará una 
función de transferencia prototipo, se calculará su respuesta al escalón unitario! 
con condiciones iniciales nulas, y se analizará la relación existente entre esa 
respuesta y el valor de los polos de la función de transferencia. Las secciones 
4.5 y 4.6 buscan resaltar que los resultados presentados en este capítulo son 
estrictamente válidos para las funciones prototipo seleccionadas. 


l También denominado paso unitario. 
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FIGURA 4.1: Respuesta al paso de un sistema continuo de primer orden 


4.1. Sistemas continuos de primer orden 


Supóngase un sistema continuo de primer orden, cuya función de transfe- 


rencia sea 1 


mea s+a 


Al estimular el sistema con un paso unitario y(t), con condiciones iniciales 
nulas, la respuesta y(t) puede calcularse como sigue: 


(4.1) 


1 1. 1/a , 1/0 
(s+a)s $ s+a 
1 


Potp(t) = 217%) 


Y (s) = F(s)U(s) = 


y(0) = UY (9) =Entt) — 


y(0) = 21) p(t (42) 


La expresión (4.2) muestra que la respuesta del sistema dependerá del valor 
de a. Este hecho se constata en la figura 4.1, que muestra las gráficas de y(t) 
para distintos valores de a. 

Al cambiar el valor de a también cambia el valor del único polo de la función 
de transferencia (4.1), que es —a. Para cualquier valor real positivo de a el polo 
es un real negativo —a, y viceversa. Cuando el polo es positivo, la respuesta 
del sistema tiende a infinito, y se dice que el sistema es inestable. La figura 4.2 
muestra cuáles son las regiones de estabilidad e inestabilidad con referencia a 
la recta real, es decir, en qué lugares debe estar ubicado el polo de la función 
de transferencia para que el sistema sea, respectivamente, estable o inestable. 
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4.1. SISTEMAS CONTINUOS DE PRIMER ORDEN 


Región de Estabilidad Región de Inestabilidad 


E áÁ— 


0 


FIGURA 4.2: Regiones de estabilidad e inestabilidad para un sistema continuo de 
primer orden 


FIGURA 4.3: Respuesta al paso de un sistema continuo de primer orden, polo 
negativo en —a 


Para un polo negativo cualquiera —a, la respuesta es como la que se muestra 
en la figura 4.3. El valor a determina qué tan empinada es la respuesta (y cuál 
será el valor final de la respuesta); para valores grandes de a, la respuesta es 
más empinada, debido a que la respuesta natural e“? se extingue más rápido. 

Para medir qué tan rápido decae una respuesta natural, podemos definir 
el tiempo de asentamiento o tiempo de estabilización, como el tiempo a partir 
del cual la respuesta natural (su valor absoluto) no supera un porcentaje de su 
valor máximo, por ejemplo el 5%. Para el caso del sistema continuo de primer 
orden, este tiempo t,s, satisface: 


In 0.05 
cotas 0.05 tas === - tas 2 3/a 


En general, al alejar el polo del origen (al desplazarlo hacia la izquierda) 
disminuye el tiempo de asentamiento, es decir, la respuesta es más empinada. 
Esto nos permite definir una región de tiempo de asentamiento máximo, como 
la que se muestra en la figura 4.4. Si el polo de la función de transferencia (4.1) 
cae en esa región podemos asegurar que su tiempo de asentamiento satisface 
las < 3/a. 

Nótese que la región de tiempo de asentamiento máximo está contenida 
dentro de la región de estabilidad; esto es lógico, ya que la definición de tiempo 
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FIGURA 4.4: Región de tiempo de asentamiento máximo para un sistema continuo 
de primer orden 


de asentamiento sólo tiene sentido para sistemas estables. 


4.2. Sistemas discretos de primer orden 


Supóngase un sistema discreto de primer orden, cuya función de transferen- 


cia sea , 
Flz) = (4.3) 


2+40 


Al estimular el sistema con un paso unitario (k), con condiciones iniciales 
nulas, la respuesta y(k) puede calcularse como sigue: 


e 1 A 7 La 00) E LA 
AOS een ED 
y) = ZU Y (0) = 14) - Ea) = EU a) 
1 
10) = 0 ut) (44) 


La expresión (4.4) muestra que la respuesta del sistema dependerá del valor de 
a. Este hecho se constata en la figura 4.1, que muestra las gráficas de y(k) para 
distintos valores de a. 

Al cambiar el valor de a también cambia el valor del único polo de la función 
de transferencia (4.3), que es —a. Para cualquier valor real positivo de a el polo 
es un real negativo —a, y viceversa. Cuando el polo es negativo, la respuesta 
del sistema es de signo alternante (P.ej. (-1/2)* = 0, —1/2,1/4,-1/8,---); por 
el contrario, si el polo es positivo la respuesta siempre será del mismo signo. 

Por otra parte, si el valor absoluto de a es mayor que 1, el valor absoluto 
de la respuesta tiende a infinito, y se dice que el sistema es inestable. La figura 
4.6 muestra cuáles son las regiones de estabilidad e inestabilidad con referencia 
a la recta real, es decir, en qué lugares debe estar ubicado el polo de la función 
de transferencia para que el sistema sea, respectivamente, estable o inestable; 
también se muestra en la misma figura cuando la respuesta es alternante o no. 
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FIGURA 4.5: Respuesta al paso de un sistema discreto de primer orden 


Inestabilidad Estabilidad Inestabilidad 


—1 0 1 
Alternante No Alternante 
0 


FIGURA 4.6: Regiones de estabilidad e inestabilidad para un sistema discreto de 
primer orden 
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FIGURA 4.7: Regiones de tiempo de asentamiento máximo para un sistema discreto 
de primer orden 


Para medir qué tan rápido decae una respuesta natural en los sistemas 
estables podemos definir el tiempo de asentamiento o tiempo de estabilización, 
como el tiempo a partir del cual la respuesta natural (su valor absoluto) no 
supera un porcentaje de su valor máximo, por ejemplo el 5%. Para el caso del 
sistema discreto de primer orden, este tiempo será el menor entero k,s tal que: 


(| = ap)?" < 0.05 


En consecuencia, kaos satisface 


ln 0.05 
Kas < 
In(fa) 


Kas < -3/ In([al) 


En general, al alejar el polo del origen (al acercarlo a 1 6 —1) aumenta el 
tiempo de asentamiento, es decir, la respuesta es más lenta. Esto nos permite 
definir una región de tiempo de asentamiento máximo, como la que se muestra 
en la figura 4.7. Si el polo de la función de transferencia (4.3) cae en esa región 
podemos asegurar que su tiempo de asentamiento satisface ka, < 3/In(lal). 

Al igual que en el caso continuo, en el caso discreto la región de tiempo de 
asentamiento máximo está contenida dentro de la región de estabilidad. 


4.3. Sistemas continuos de segundo orden 


Supóngase un sistema continuo de segundo orden, cuya función de transfe- 


rencia sea E 


0) 
Fs) = 4.5 
Ona (4.5) 

Los polos de la función de transferencia serán: 


Pp1,2 = 5) 


En caso de que |£] < 1, el radical es negativo, y los polos resultan ser 
complejos conjugados: 


P12 = —EWn + juny 1 — €? 
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4.3. SISTEMAS CONTINUOS DE SEGUNDO ORDEN 


FIGURA 4.8: Ubicación de los polos de un sistema continuo de segundo orden, con 
polos complejos 


La figura 4.8 muestra la ubicación de los polos complejos. Nótese que la 
distancia de los polos al origen (la magnitud del complejo) es justamente w,,: 


d= VERE) = 


Además, el coseno del ángulo gp formado con el semieje real negativo, es 
justamente £: 
E4n 


cos $ = =É 


Un, 


Al estimular el sistema (4.5) con un paso unitario u(t), con condiciones 
iniciales nulas, la respuesta y(t) puede calcularse como sigue: 


2 
wa 1 


_ 2 + 2ws+w? s 


1 
y(t) = LU Y (5) = p e (o 1214 9) pt) (4.6) 
donde, 
f=cos *E 
Las figuras 4.9 a 4.11 muestran la gráfica de (4.6) en varias condiciones: en 
la figura 4.9 se ha fijado w,, = 1, y se ha variado €. En la figura 4.10 se ha fijado 


¿£ = 0.5 y se ha variado w,. La figura 4.11 muestra la forma genérica de (4.6) 
con £ € (0, 1). 
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DA MEE EES - 


UYUfinal |----- A - NA E A O 


FIGURA 4.11: Respuesta al paso de un sistema continuo de segundo orden 
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4.3. SISTEMAS CONTINUOS DE SEGUNDO ORDEN 


Im(s) 


Estabilidad Inestabilidad 
Re(s) 


FIGURA 4.12: Región de estabilidad para un sistema continuo de segundo orden 


4.3.1. Región de estabilidad 


Al evaluar (4.6) se observa que para valores positivos de —€£w,, el término 
exponencial crece indefinidamente, y por tanto la respuesta se hará infinita. 
El término —€w,, coincide con la parte real de los polos de (4.5), tal como se 
muestra en la figura 4.8, por lo tanto, la región de estabilidad, aquella en la que 
deben ubicarse los polos para que el sistema sea estable, resulta ser el semiplano 
izquierdo. Esto se muestra en la figura 4.12. 


4.3.2. Región de tiempo máximo de asentamiento 


La respuesta transitoria de (4.5) es el producto de una exponencial ent 
por una sinusoidal sin es yl E€% + 9) , es decir, su amplitud es menor o igual 
que eTtent. 

Si tomamos el tiempo de asentamiento como el tiempo a partir del cual la 


respuesta natural (su valor absoluto) no supera el 5% de su valor máximo, en 
el caso del sistema continuo de segundo orden este tiempo tas satisface: 


ln 0.05 


E¿0n 


e7túntas — 0.05 tEwns == tas Y 3/£0 


Debido a que —£w,, es la parte real de los polos de (4.5) , tal como se 
muestra en la figura 4.8, la región de tiempo de asentamiento máximo es la que 
se muestra en la figura 4.13. 
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FIGURA 4.13: Región de tiempo máximo de asentamiento para un sistema continuo 
de segundo orden 


4.3.3. Región de frecuencia máxima de oscilación 


La frecuencia de oscilación de la respuesta es la frecuencia de la sinusoidal 
de (4.5), es decir es wn y/1 — €?, que corresponde a la parte imaginaria de los 
polos de (4.5) (ver figura 4.8). Por esta razón, la región de frecuencia máxima 
de oscilación es la que se muestra en la figura 4.14. 


4.3.4. Región de sobrepico máximo 


Uno de los parámetros más importantes de la respuesta graficada en la 
figura 4.11, es el sobrepico máximo, sp, que indica qué tanto llega a valer la 
respuesta en relación con su valor final: 


E Ymaz — Y final se 100% 
Y final 


sp 


donde Ymaw es el valor máximo, y Yfinal el valor final (estacionario) de y(t). 
Para calcular el sobrepico máximo, primero derivamos y(t) e igualamos a 
cero para obtener los instantes t. en los que suceden los máximos y mínimos 


de y(t): 


E, sin (on 1-¿4+ 0) = Won 1 — E2 cos (en V1=E% SS 0) 
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FIGURA 4.14: Región de frecuencia máxima de oscilación para un sistema continuo 
de segundo orden 


A = tan (en y1 — Et + 0) 
1-é2 
ES 


Para obtener el valor de la arcotangente en la ecuación anterior, obsérvese en 
la figura (4.8) el valor de tan f: 


es ¡A 0) = tan”? 


La función tan” *(x) es periódica, de periodo rr, por lo tanto 


(son YT — Elt + 0) = tan? ES =03+mnr 


A A A 


ua le E2 
Existen infinitos instantes en los que la derivada de y(t) es nula, que correspon- 
den a los máximos y mínimos locales que se observan en la figura 4.11. Para 
n = 0) resulta t = 0, por lo tanto la respuesta y(t) es prácticamente horizontal 
en su inicio. El sobrepico máximo sucede en t.¿, que corresponde a n= l: 


T 
wWny/1— €2 
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sp(%) 


FIGURA 4.15: Sobrepico en función de £ 


El valor de y(t) en t,. es el valor máximo de y(t), es decir Ymar = Y (tc) 


y) 


1 —E0n — TS T 
Umar =1= —==0 AVE sin | wn 1-2 +6 
$ wnwy1-— 2 


—ér 
evi- sin(r +) 


1 
Umazx = 1 - ——— 
vVI-2 
Dado que sin(r + x) = —sin(x), podemos escribir 


—ern 
evi-e? sin()) 


1 
max = 1 + —== 
y 2 


—én 


¿=14+eV-8 =14e "té 


Uma 


El valor final de y(t) es 1, por lo tanto 


—érn 
sp = e Vi-2 100% =e "“té100% 


Las figuras 4.15 y 4.16 muestran cómo varía el sobrepico máximo en función de 
el factor de amortiguamiento £ y el ángulo /, respectivamente. Es interesante 
observar que el sobrepico depende del ángulo f que forman los polos con el 
semieje real negativo (figura 4.8), lo que nos permite establecer una región de 
sobrepico máximo, tal como la que se muestra en la figura 4.17. 
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% 
16 sp(%) 


FIGURA 4.16: Sobrepico en función de Q 


FIGURA 4.17: Región de sobrepico máximo para un sistema continuo de segundo 
orden 
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FIGURA 4.18: Región de diseño para un sistema continuo de segundo orden 


4.3.5. Región de diseño 


Las regiones que se muestran en las figuras 4.12, 4.13, 4.14 y 4.17 pueden 
resumirse en una única región de diseño, como la que se muestra en la figura 
4.18. Refiriéndonos a esta figura, la región de diseño puede interpretarse así: 

Dado un sistema de segundo orden como el de la ecuación (4.5) con condi- 
ciones iniciales nulas, cuyos polos están ubicados dentro de la región de diseño, 
puede asegurarse que: 


= el sistema es estable 
= el tiempo de asentamiento es menor o igual que 3/a 
= la frecuencia máxima de oscilación de la respuesta natural es w* 


= al estimularlo con un escalón unitario el sobrepico máximo es menor que 
ereté100% 


4.4. Sistemas discretos de segundo orden 


Supóngase ahora un sistema discreto de segundo orden, cuya función de 


transferencia sea E 
1 — 2bcosa +b 
Fl) = 4. 
(2) 22 — 2bzc0s a + b2 ió 


Los polos de la función de transferencia serán: 


2b + y4b? 2 a — Ab? 
AA AARKÁ =b (cosa E vcos?a=1) 


Pp1,2 = 
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FIGURA 4.19: Ubicación de los polos de un sistema discreto de segundo orden, con 
polos complejos 


El término del radical será menor o igual que cero; en caso de que sea menor, 
los dos polos serán los complejos conjugados: 


pi2=b (cosa + jv1l- cos? a) =b(cosa + ¡¿sina) 


La figura 4.19 muestra la ubicación de los polos en el plano complejo. 
Al estimular el sistema (4.7) con un paso unitario y(k), con condiciones 
iniciales nulas, la respuesta y(k) puede calcularse como sigue: 


Y (2) = F(2)U(2) = AS (3) 


22 — 2bzc0s a + b? 


Y) A mi Bi24+C 
z  2z=1 ' 22-2bzcosa+b? 


sumando e igualando coeficientes se obtiene 
A=1 B=-1 C=-1+2bcosa 


z 2 + (1-— 2b2c0s a) 


Y = A A AA 
(2) 2-1  22—2bzc0sa + b? 
Y (2) = z 22 — bzcosa z(1 — 22c08 a) 
VEZ ZZ1 2 2bacosa+b? 22 2bzcosa +0? 
1 —bcos 
y(k) = Z UY (2)) = ( —d* cos ak — Unos sinat) pu(ko) 
1n QU 
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FIGURA 4.20: Respuesta al paso de un sistema discreto de segundo orden, a = 1.2, 
b=0.8 


Finalmente, las dos sinusoidales se pueden agrupar en una sola, para obtener: 
y(k) = ZU Y (2)) = (1 — CO" sin (ak + 9) p(k) (4.8) 


donde 


_v1+b?—2bcosa 1 ota ( bsin a ) 


C= = 
bsina sin p l1—bcosa 


La figura 4.20 muestra la gráfica de y(k) para unos valores específicos de a 
y b. Aunque y(k) sólo tiene sentido en los valores enteros de k, se ha trazado 
también en punteado la curva que se obtendría para valores reales de k. 

Podría plantearse que para estudiar la secuencia y(k) (los puntos en la 
figura 4.20) sería válido analizar el sistema continuo que la genera ((la curva 
punteada en la figura 4.20)); sin embargo, en ocasiones los resultados pueden 
ser muy engañosos: considérese el caso en que a = 3 y b = 0.7, que se grafica 
en la figura 4.21; si se analiza la curva continua, se concluye que el máximo 
valor (absoluto) de y(k) será cercano a 14, pero al ver la secuencia de puntos 
observamos que ésta nunca supera (en valor absoluto) a 4. 

No obstante, dado que un análisis de la curva continua arrojará valores 
mayores o iguales que la secuencia, puede utilizarse para establecer cotas su- 
periores de los valores de la secuencia, y así establecer regiones de diseño. 


4.4.1. Región de estabilidad 


Al evaluar (4.8) se observa que para valores de b mayores que 1 el término 
exponencial crece indefinidamente, y por tanto la respuesta se hará infinita. El 
término hb coincide con la magnitud de los polos de (4.7), tal como se muestra 
en la figura 4.19, por lo tanto, la región de estabilidad, aquella en la que deben 
ubicarse los polos para que el sistema sea estable resulta ser el círculo unitario 
centrado en el origen, tal como se ve en la figura 4.22. 
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FIGURA 4.21: Respuesta al paso de un sistema discreto de segundo orden, a = 3, 
b=0.7 


FIGURA 4.22: Región de estabilidad para un sistema discreto de segundo orden 
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FIGURA 4.23: Región de tiempo de asentamiento máximo para un sistema discreto 
de segundo orden 


4.4.2. Región de tiempo máximo de asentamiento 


La respuesta transitoria de (4.7) es el producto de la exponencial b* por la 
sinusoide sin (ak + $), es decir, su amplitud es menor o igual que b*, 

Si tomamos el tiempo de asentamiento como el tiempo a partir del cual la 
respuesta natural (su valor absoluto) no supera el 5% de su valor máximo en 
el caso del sistema discreto de segundo orden, este tiempo ka, satisface: 


pas < 0.05 ln b*.s < In 0.05 kas Inb < In 0.05 Kas < 
n 


Debido a que b es la magnitud de los polos de (4.7) , tal como se muestra 
en la figura 4.19, la región de tiempo de asentamiento máximo es la que se 
muestra en la figura 4.23. 


4.4.3. Región de frecuencia máxima de oscilación 


La frecuencia de oscilación de la respuesta es la frecuencia de la sinusoidal 
de (4.7), es decir es a, que corresponde al ángulo de los polos de (4.7) respecto 
a la horizontal (ver figura 4.19). Por esta razón, la región de frecuencia máxima 
de oscilación es la que se muestra en la figura 4.24. 


4.4.4. Región de sobrepico máximo 


Al comparar las respuestas a escalones unitarios de los sistemas continuos 
y discretos de segundo orden, que aparecen en las ecuaciones (4.6) y (4.8) 
respectivamente, podemos ver las semejanzas de estas respuestas. 
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FIGURA 4.24: Región de frecuencia máxima de oscilación para un sistema discreto 
de segundo orden 


Si reescribimos b* como (en iS = er Ind 


de los exponentes y las sinusoides: 


—EW0n =1nb wav 1-=€*2=a 


, podemos asimilar los coeficientes 


De tal manera que 


Inb ¿é end 
a /1— ¿2 
— 4 
b=e "$e Yios (4.9) 


La ecuación 4.9 permite definir, para el caso discreto, curvas análogas a las 
que generan la región de sobrepico máximo de los sistemas continuos (figura 
4.17). La figura 4.25 muestra las curvas generadas por la ecuación (4.9) para 
distintos valores de £. 

Por su parte, la figura 4.26 muestra la región definida por (4.9) al fijar un 
valor de £ (o de (), es decir, al establecer un factor de amortiguamiento. Esta 
región no es la región de sobrepico máximo, sino la región de amortiguamiento 
mínimo. El sobrepico máximo es más difícil de obtener debido a que el tiempo 
es discreto. 


4.4.5. Región de diseño 


Al combinar las regiones definidas en las figuras 4.22 a 4.26 se obtiene la 
región de diseño que se muestra en la figura 4.27. Su significado es análogo a 
la región de diseño del caso continuo. 
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FIGURA 4.25: Curvas de amortiguamiento fijo para un sistema discreto de segundo 
orden 


FIGURA 4.26: Región de amortiguamiento mínimo para un sistema discreto de 
segundo orden 
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FIGURA 4.27: Región de diseño para un sistema discreto de segundo orden 


4.5. Efecto de los ceros. Sistemas de fase 
mínima 


Pese a que en las secciones anteriores se ha hecho énfasis en el efecto que 
tiene sobre la respuesta natural la ubicación de los polos en el plano, no debe 
desconocerse que los ceros también influyen en la respuesta. 

Supóngase un sistema continuo de segundo orden, con un cero real: 


(ños (s +a) 
Fs) = 5 4.10 
0) (4.10) 
La respuesta al escalón del sistema definido por (4.10) es : 
(+ 2/7 Te sin (et + 4)) pt) 
y(t) = e Ñ (4.11) 
6 =tan”! ($) + tan”? (2) 


La figura 4.28 muestra la gráfica de (4.11), para tres valores distintos de a, 
con unos valores fijos de b= 1 y w = 1; es decir, lo que se está modificando 
es la posición del cero de la función de transferencia. Allí puede verse que la 
ubicación del cero afecta directamente la forma de la respuesta. 

Es importante resaltar que las regiones de diseño de las figuras 4.18 y 4.27 
fueron desarrolladas para sistemas prototipo de segundo orden, sin ceros. Estas 
regiones pueden emplearse para el análisis y control de sistemas de segundo 
orden con ceros, pero sólo como una guía de carácter general. 

Más importante aún es resaltar que para ceros en el semiplano derecho 
(este es el caso a = —1 en la figura 4.28) la respuesta al escalón presenta en sus 
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FIGURA 4.28: Respuesta al paso de un sistema continuo de segundo orden, con cero 
real b=w=l 


inicios valores de signo contrario a los de la respuesta de estado estacionario; 
este fenómeno, conocido como subpico (en inglés undershoot) puede llegar a 
ser muy peligroso en algunos sistemas físicos, y constituye una gran dificultad 
para su control. 

Los sistemas que no poseen ceros en el semiplano derecho, se conocen como 
sistemas de fase mínima, o simplemente minifase ?. 

La presencia de subpicos ante una entrada escalón es fácil de demostrar 
para un sistema de segundo orden con polos reales y un cero real%, tal como 


(s +a) 


PO Dro 


(4.12) 


La respuesta al escalón será: 


__ (ls+a)  a/lbo+c) , (a—b)/(e-D Ub) | (a—c)/le— b)te) 
iS s(s +b)(s +) S ás (s +b) A (s +) 


li E Ct 
yl) = (+ TE OR )uto 


El signo de la derivada de y(t) evaluada en t = 0 nos indica si la respuesta 
crece o decrece en ese momento: 


a=b a=ce cb 
c=b c-b cb 


dy 
dt 


t=0 


La derivada siempre es positiva, por lo tanto, para valores cercanos at = 0 
p Pp ,P ,P > 
y(t) será siempre positiva. Por otra parte, la respuesta de estado estacionario 


2Esta denominación está relacionada con la respuesta de frecuencia del sistema. 
3Para otro tipo de sistemas la demostración es más complicada, y se omite aquí. 
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de y(t) será a/bc; para sistemas estables, tanto b como c son positivos, y por 
lo tanto el signo de la respuesta estacionaria es el mismo signo de a. 

En conclusión, para valores negativos de a (ceros positivos), la respuesta en 
sus inicios tendrá un signo diferente al de la respuesta de estado estacionario y 
sucederá el subpico. 


4.6. Polos dominantes 


Supongamos ahora un sistema continuo de orden superior a 2, como por 
ejemplo uno cuya función de transferencia sea 


F(s) 6.755% + 102.55? + 318.755 + 750 
gs = —_—__ OO 
(s + 10)(s + 15) (5? + 25 + 5) 


Al estimular ese sistema con un escalón unitario la respuesta será 


1 6.755% + 102.55? + 318.755 + 750 


AS O CAEN 
_1 028 02%. 05941) 
0 ro Em (+20 
y(t) = (1 — 0.25e7*% — 0,25e71% — 0.5e7* cos 2t) pu(t) (4.13) 


La figura 4.29(a) muestra la gráfica de y(t), mientras que la figura 4.29(b) 
muestra por separado los tres componentes de la respuesta natural, —-0.25€e7 1%, 
-0.25e7 1% y —0.5e7* cos 2t. 

En la figura 4.29(b) se observa que el aporte a la respuesta natural debido 


a los polos pi = —10 y p2 = —15 es considerablemente más pequeño que el 
debido a los polos p3j4 = —1+>732. Lo anterior se debe a que los aportes de pi y 
pz decaen mucho más rápidamente que el aporte de p3.4, ya que e 1% y e=15 


decaen más rápidamente que e”*. 


Se dice entonces que los polos pz 4 dominan el comportamiento del sistema, 
o simplemente que son los polos dominantes. La figura 4.29(c) compara la res- 
puesta exacta y(t) calculada según (4.13) y una respuesta aproximada Yaprow(t) 
que se obtendría eliminando de y(t) los aportes de los polos p, y pa, es decir: 


y(t) = (1 — 0.5e7* cos 2t) pu(t) 


Se observa cómo el aporte de los polos p, y pa sólo es significativo al comien- 
zo de la respuesta, cuando la componente de la respuesta natural asociada a 
ellos aún no ha decaído, pero este aporte se desvanece rápidamente, y la res- 
puesta aproximada resulta ser prácticamente la misma respuesta exacta. 

En conclusión, se dice que un sistema continuo estable tiene (1 ó 2) polos 
dominantes si la parte real de dichos polos es suficientemente mayor (está más 
hacia la derecha, en el semiplano izquierdo) que la de los demás polos del 
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: y(t) 


: Yaproz (t) 


(c) respuesta exacta y aproximada 


FIGURA 4.29: Sistema continuo de orden 4 con polos dominantes 
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sistema, como para que el aporte de estos últimos se desvanezca mucho antes 
de que haya desaparecido el aporte debido a los polos dominantes. 

En estos casos, las regiones de diseño, que fueron desarrolladas para sistemas 
de segundo orden, pueden ser una herramienta muy útil para analizar el sistema, 
aunque éste sea de un orden superior. 

Algo análogo sucede con los sistemas discretos, sólo que aquí el tiempo de 
decaimiento no depende de la parte real de los polos, sino de su distancia al 
origen. 

En conclusión, se dice que un sistema discreto estable tiene (1 ó 2) polos 
dominantes si la magnitud de dichos polos es suficientemente mayor (está más 
lejos del origen, dentro del círculo unitario) que la de los demás polos del 
sistema, como para que el aporte de estos últimos se desvanezca mucho antes 
de que haya desaparecido el aporte debido a los polos dominantes. 
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Sistemas realimentados simples 


En este capítulo centramos nuestro interés en sistemas continuos y discretos 
como los que se muestran en las figuras 5.1 y 5.2, respectivamente. Este tipo de 
sistemas se denominan realimentados o retroalimentados, debido a que la señal 
de salida Y es retornada para ser comparada con la entrada U mediante una 
resta. El resultado de esta comparación es la señal de error E. 

Esta es una estructura típica de control; G es la planta que se quiere contro- 
lar, y U el comportamiento que se necesita que tenga G. Y es el comportamiento 
real de G, que es medido y comparado con U a través de H. Si el comporta- 
miento real difiere del deseado, existirá un error E, que se amplifica por K 
como entrada directa a G. 

Definimos la función de transferencia del sistema realimentado como la re- 
lación entre la salida y la entrada con condiciones iniciales nulas. En el caso 
continuo será: 


(5.1) 


y en el discreto: 


FIGURA 5.1: Sistema continuo retroalimentado simple 
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FIGURA 5.2: Sistema discreto retroalimentado simple 


Y (2) KG(z) 


ios UA) 1+KG()H(2) 


(5.2) 
También se define la función de transferencia del error o transmitancia del 
error como la relación entre el error y la entrada. En el caso continuo: 


E(s) 1 


U(s) 1+KG(s)H(s) 6) 


Fa(s) = 
y en el discreto: 


E(z) 1 
Fs) = 2% == 5.4 
2£)= 70" TEKGOHO (54) 
Además, a los productos G(s)H (s) y G(2)H(z) se les denomina ganancia 
de lazo abierto. 
Si escribimos G y H como dos fracciones de polinomios N¿/Da y Ny/Dy 
respectivamente, las expresiones (5.1), (5.2), (5.3) y (5.4) se convierten en: 


= Función de transferencia del sistema realimentado, caso continuo: 


Nas) 
Y (s) K 55) KNa(s)Dn(s) 


U(s) 1+K3X28Nx2 — Dals)Du(s) + KNc(s)NH(s) 
Dals) Du(s) 6 5) 


= Función de transferencia del sistema realimentado, caso discreto: 
Na(z) 
Y(z) K 54) KNa(2)Du(2) 


00) 1 EDI * Del2Da() + KENAINA() 


(5.6) 
= Función de transferencia del error, caso continuo: 
Els) 1 Ñ Da(s)DnH(s) 
Fg(s) = = TICO NEO DIAN ANA RNA TN 
U(s) 14+KY<( Nuts)  Dals)Dn(s) + KNc(s)Nn(s) 
Da(s) Dn(s) 67) 
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= Función de transferencia del error, caso discreto: 


E(z) 1 Del2)Dp(z) 


3] Nalz) Na(2) 
BIEN” Ta NA Deld)Dul(z) + aii 
5.8 


Fg(2) = 


5.1. Tipo de sistema y error de estado 
estacionario 


5.1.1. Caso continuo 


Uno de los objetivos de los esquemas de control como el que se muestra 
en la figura 5.1 suele ser el asegurar que la señal de error sea nula, al menos 
después de que las respuestas transitorias hayan desaparecido. Por ese hecho, 
se estudia la respuesta de estado estacionario de la señal de error, comúnmente 
denominada el error de estado estacionario. 

Bajo la suposición de que el sistema realimentado es estable!, se puede 
argumentar que después de un cierto tiempo la respuesta transitoria se habrá 
hecho lo suficientemente pequeña como para considerar que no existe, y por lo 
tanto sólo queda la respuesta estacionaria, es decir 

Cee = lím elt) (5.9) 
t=00 
donde tee es el error de estado estacionario, y e(t) es la señal de error en el 
dominio del tiempo, es decir e(t) = LU E(s)) 

El teorema de valor final de la transformada de Laplace provee una forma 

de calcular e..: 


lee = Jím e(t) = lím (sE(s)) (5.10) 


[0/9] s>0 


Combinando (5.10) con (5.3) se obtiene: 


Cee = lim (sFE(s)U(s)) (5.11) 


Al observar (5.11), se encuentra que el error de estado estacionario podrá 
ser 0, oo o un valor finito, dependiendo del número de polos y ceros en s = 0 
que tengan Fg(s) y U(s), como se muestra en los siguientes ejemplos. 


Ejemplo 5.1 Sea Fpg(s) = e y U(s) = En Según (5.11) el error de 
estado estacionario será 


(o (s +4) 1 p=07 (0 +4) 1 


A A a) 


E3)(s +5) (s? +4) 0+3)(0 + 5) (0? + 4) 


Cee = lím 
s>0 


lLa determinación de la estabilidad de los sistemas realimentados continuos se estudia en 
la sección 5.2. 
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Tipo de 
sistema 


TABLA 5.1: Error de estado estacionario para sistemas continuos 


Ejemplo 5.2 Sea Fp(s) = e y U(s) = +. Según (5.11) el error de estado 
estacionario será 


úl ro Al (s +4)  (0+4 4 
is tool co o ao 


Ejemplo 5.3 Sea Fp(s) = e y U(s) = %. Según (5.11) el error de 
estado estacionario será 


” s(s+4) 1 
Cee = lím 4 $2 
s>0 | (s+3)(s +5) s% 


( (s+4) a] (0+4) 1 4 


+16 +5SÍ| (0PINOF5O 0 > 


Cee = lím 
s=>0 

En los ejemplos anteriores puede observarse que el valor de €¿. depende de 
si la s que aparece en (5.11) puede o no cancelarse con otros términos s que 
aparezcan en Fg(s)U(s). Con esto en mente, definimos el tipo de sistema como 
el número de ceros en s = 0 que tenga Fg(s) y construímos la tabla 5.1. Nótese 
que las entradas u(t) que se han empleado son aquellas cuyas transformadas de 
Laplace tienen términos s” en el denominador. 

De acuerdo con (5.7) los ceros de Fg(s) son los valores de s que hacen que 
Dals)Dy(s) sea cero, es decir son iguales a los polos de G(s)H(s). Por esta 
razón también podemos definir el tipo de sistema como el número de polos en 
s = 0 que tenga G(s)H (s). 


5.1.2. Caso discreto 


Consideraciones similares pueden hacerse para el caso discreto. Si el sistema 
realimentado es estable?, el error de estado estacionario de un sistema como el 
de la figura 5.2 será 

lee = ám e(k) (5.12) 


—00 


2La determinación de la estabilidad de los sistemas realimentados discretos se estudia en 
la sección 5.3. 
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RO a > 7 
ES 


lím>-=>1 y F(z) paje 


TABLA 5.2: Error de estado estacionario para sistemas discretos 


donde tee es el error de estado estacionario, y e(k) es la señal de error en el 
dominio del tiempo, es decir e(k) = ZU E(2)) 
El teorema de valor final de la transformada Z provee una forma de calcular 


Cee: 


Cee = ám e(k) = lím (G- DE) (5.13) 
o lo que es igual, 
Cee = ¡ám e(k) = lím [(G-FEe(2)U(2)) (5.14) 


Ahora el valor de €¿¿ depende del número de ceros y polos en z = 1 que 
tengan Fá(z) y U(z). Por lo tanto, definimos tipo de sistema como el número 
de ceros en z = 1 que tenga Fg(z) y construímos la tabla 5.2. Nótese que 
las entradas u(k) que se han empleado son aquellas cuyas transformadas de 
Laplace tienen términos (2 — 1)” en el denominador. 

De acuerdo con (5.8), los ceros de Fg(z) son los valores de z que hacen que 
Deal(z)DH(z) sea cero, es decir son iguales a los polos de G(2)H (2). Por esta 
razón también podemos definir el tipo de sistema como el número de polos en 
z=1 que tenga G(2)H (2). 


5.2. Estabilidad y criterios de estabilidad 
en sistemas continuos 


En este capítulo empleamos la definición de estabilidad de entrada acotada 
- salida acotada”, también conocida como estabilidad BIBO por sus siglas en 
inglés (Bounded Input - Bounded Output). 


3Existen varias definiciones de estabilidad de sistemas dinámicos; afortunadamente para 
los sistemas lineales todas ellas son equivalentes y podemos adoptar indistintamente cual- 
quiera de ellas. 
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Un sistema dinámico es BIBO estable si cualquier entrada acotada produ- 
ce una salida acotada. En otras palabras, si ante entradas de valor finito la 
respuesta (su valor absoluto) no tiende a infinito. 

La figura 2.3 muestra que las funciones continuas cuyos valores absolutos 
crecen indefinidamente, tienen sus polos en el semiplano derecho. Si una función 
de transferencia tiene uno de sus polos en esa zona, la respuesta natural tenderá 
a infinito, independientemente del valor de la entrada, y por tanto el sistema 
será inestable. 

En consecuencia, para asegurar que un sistema dinámico lineal sea estable, 
todos los polos de su función de transferencia deben estar en el semiplano 
izquierdo. Basta con que un polo esté en el semiplano derecho para que el 
sistema sea inestable. Si existe un polo en el eje imaginario, es decir, en la 
frontera entre los semiplanos derecho e izquierdo, se dice que el sistema es 
marginalmente estable. 


5.2.1. Arreglo y criterio de Routh-Hurwitz 


Dado que la estabilidad de un sistema dinámico está determinada por la 
ubicación de los polos de su función de transferencia, es decir por la ubicación 
de las raíces de un cierto denominador, planteamos ahora el siguiente problema: 


¿Cómo determinar si las raíces de un polinomio como (5.15) están 
ubicadas todas en el semiplano izquierdo? 


p(s) = ans" + ani "1 4...+015+00 (5.15) 
Antes de contestar esta pregunta, hacemos notar lo siguiente: 


= Si (5.15) tiene coeficientes de signos diferentes, o coeficientes cero, enton- 
ces tiene al menos una raíz en el semiplano derecho o en el eje imaginario. 


= Si (5.15) tiene todos sus coeficientes del mismo signo, no podemos extraer 
conclusiones a priori sobre la ubicación de sus raíces. 


Para demostrar lo anterior, supóngase primero que (5.15) tiene sólo raíces 
reales, y por tanto puede factorizarse así: 


p(s) = Als — a1)(s — 0%) -:: (s — Q7,) (5.16) 


Si las raíces a, son todas negativas, los términos —a; serán todos positivos, 
y en general el producto (s—01)(s—a2): + (s—Qm) tendrá todos los coeficientes 
positivos. De esta forma, los coeficientes de (5.15) serán todos positivos o todos 
negativos, dependiendo del signo de A en (5.16). Por esta razón, si p(s) tiene 
coeficientes de signos diferentes o cero, necesariamente al menos un término 
—a;¡ debe ser negativo, lo que implicaría que tendría al menos una raíz positiva 
(en el semiplano derecho). 
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sn An dn-2. "41 
n—1 

Ss Un—1 An—3 o a 

gn—2 

¿1 

50 


FIGURA 5.3: Arreglo de Routh. Primeras dos líneas 


Ahora supóngase que (5.15) tiene dos raíces complejas conjugadas: 
p(s) = Als — (9 + jw))ls — (9 — ju))(s— 03) :-:(s— Qn) (5.17) 
El producto de los términos que tienen que ver con las raíces complejas es: 
(s (8 + ju))ls = (8— 3) ==" — 285 + (8% + w?) (5.18) 


Si 4 < 0, es decir si las raíces están en el semiplano izquierdo, ( 5.18) tendrá 
sólo coeficientes positivos, y por tanto (5.15) tendrá todos sus coeficentes del 
mismo signo (positivos si A es positiva y negativos si A es negativa). 

Como consecuencia de lo anterior, si (5.15) tiene coeficientes de signos di- 
ferentes, O cero, podemos asegurar que tiene una o más raíces en el semiplano 
derecho o en el eje imaginario. Si por el contrario tiene todos los coeficientes 
de igual signo, es necesario realizar otro tipo de pruebas antes de establecer 
la ubicación de sus raíces. Una de esas pruebas se conoce como la prueba de 
Routh-Hurwitz, para lo cual es necesario primero construir un arreglo específico 
con los coeficientes de (5.15) 


Construcción del arreglo de Routh 


Dado un polinomio p(s) como (5.15) 

Es posible construir el arreglo de Routh de p(s) a partir de los coeficientes 
a; que aparecen en (5.15). Para ello, inicialmente construímos el arreglo que se 
muestra en la figura 5.3. A continuación, se completa el arreglo de Routh línea 
por línea, siguiendo las siguientes indicaciones. 


= Cada nueva línea se construye con información de las dos líneas inmedia- 
tamente anteriores. 


= Para calcular el término ¡—ésimo de una línea (c; en la figura 5.4) se 
efectúa la operación 


01 0541 
bi diz 
ej = E (5.19) 
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s$|1 3 16 
s*|1 9 10 
si C1 Ca C3 
5? d: da da 
s! e1 (9%) €3 
SlfA ff 


FIGURA 5.5: Arreglo de Routh del ejemplo 5.4. Primeras dos líneas 


Ejemplo 5.4 Considere el polinomio 
p(s) =85 +8* +38? 4 95? + 165 + 10 (5.20) 


La figura 5.5 muestra las dos primeras líneas del arreglo de Routh para (5.20) 


Los valores de la línea correspondiente a s* se calculan así: 
1.3 1 16 
1.9 1 10 
C1 == 1 == —6 Ca == 1 ==. 


No es necesario calcular cz, porque ya no hay más columnas en las dos primeras 
líneas, y por lo tanto el resultado será 0. 
Para la línea correspondiente a s? se tiene: 


1.9 1 10 
A A a 
1= PS e A 
Para la línea correspondiente a s!: 
6 6 
A E $9 
ET E 
Y para la línea correspondiente a s/: 
10 10 
2 112 0] 36 
AR 


El resultado es el arreglo que se muestra en la figura 5.6 
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5? 1 3 16 
se 1 9 10 
slo 6 

s2 | 10 10 

s! | 12 

s% | 10 


FIGURA 5.6: Arreglo de Routh del ejemplo 5.4 


Es conveniente resaltar algunos aspectos de la construcción del arreglo: 


= El número de filas del arreglo disminuye progresivamente: cada dos filas 
se disminuye una columna. 


= El término que está en la última columna justo antes de desaparecer ésta 
es siempre el mismo (es 10 en la figura 5.6), debido a que éste se calculará 
siempre como 


Criterio de Routh-Hurwitz 


El criterio de Routh-Hurtwiz puede expresarse así: 


Criterio de Routh-Hurwitz 
El número de raíces de (5.15) en el semiplano derecho es igual al número 


de cambios de signo que se suceden en la primera columna del arreglo 
de Routh de dicho polinomio. 


Retomando el ejemplo 5.20, el polinomio (5.20) tiene dos raíces en el semi- 
plano derecho, ya que su arreglo de Routh (figura 5.6) tiene dos cambios de 
signo en la primera columna: uno al pasar de 1 a —6, y otro al pasar de —6 a 
10. 

Miremos ahora el sistema realimentado de la figura 5.1. La función de trans- 
ferencia, y por lo tanto sus polos, dependen de la variable XK, como claramente 
se establece en (5.5). La utilización del criterio de Routh-Hurwitz permite esta- 
blecer condiciones en la varible K para que el sistema realimentado sea estable. 
Esto podemos verlo mediante los ejemplos 5.5, 5.6 y 5.7: 


Ejemplo 5.5 Supóngase que en el sistema de la figura 5.1 se tiene que 
1 1 


MU AN 


La función de transferencia del sistema realimentado es 
KG(s) K(s+1) 


)=IFGOHO FP F3s + (KFD 
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5? 1 K+2 
s! 3 
so |kK+2 


FIGURA 5.7: Arreglo de Routh del ejemplo 5.5 


si 1 11 
s? 6 6+ K 
sl | S0-K 

6 
sl l6+K 


FIGURA 5.8: Arreglo de Routh del ejemplo 5.6 


El arreglo de Routh para el polinomio del denominador s? + 3s + (k + 2) se 
muestra en la figura 5.7. 

Para que todas las raíces estén en el semiplano izquierdo, y por lo tanto el 
sistema sea estable, se necesita que todos los signos de la primera columna sean 
iguales, y por lo tanto: 

K+2>0 K>-2 

Podemos concluir que para cualquier valor de k superior a —2 el sistema será 
estable, y para cualquier valor menor que —2 será inestable. Justo cuando k = —2 
el sistema tendrá estabilidad marginal. 


Ejemplo 5.6 Supóngase que en el sistema de la figura 5.1 se tiene que 


1 1 
CM 


La función de transferencia del sistema realimentado es 


(s) = _ EG __  Kt+3  _ (5.21) 
1+KG(s)H(s)  s*+068s?+11s+(6+) 
El arreglo de Routh para el polinomio del denominador si +65?+11s+(6+K) 
se muestra en la figura 5.8. 
Para que todas las raíces estén en el semiplano izquierdo, y por lo tanto el 
sistema sea estable, se necesita que todos los signos de la primera columna sean 
iguales, y por lo tanto: 


60-K>0 y 6+K>0 


Podemos concluir que para cualquier valor de K en el intervalo (—6, 60) el 
sistema será estable, y para cualquier valor por fuera de ese intervalo será inestable. 
Justo cuando K = —6 o K = 60 el sistema tendrá estabilidad marginal. 


Ejemplo 5.7 Supóngase que existe un sistema dinámico continuo cuya función de 
transferencia tiene el siguiente denominador 


Dr(s) =8*+3Ks*+(K+2)s8+4 
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53 1 K>+2 
5? 3K 4 
sl 3K?46K-4 
3K 
go 4 


No Ns 
OP.NO 


FIGURA 5.10: Arreglo de Routh con cero en la primera columna. Arreglo incompleto 


El arreglo de Routh correspondiente se muestra en la figura 5.9. 
Para que el sistema sea estable se necesita que todos los términos de la primera 
columna sean del mismo signo, por lo tanto deben cumplirse las siguientes dos 


condiciones 
[ 3K>0 
3K?4+6K-4 
SK >0 


La segunda condición podría darse si tanto numerador como denominador son 
del mismo signo, sin embargo descartamos la opción de que ambos sean negativos, 
porque la primera condición impone que el denominador sea positivo, es decir las 
dos condiciones son: 


K>0 
3K?+6K-4>0 
La segunda condición se cumple si K < —-2.52 0 K > 0.52. De estas dos 


posibilidades descartamos la primera, debido a que K debe ser positivo. Por lo 
tanto, aseguramos que el sistema sea estable si y sólo si K > 0.52 


Problemas en la construcción del arreglo de Routh 


Debido a que los términos del arreglo de Routh se calculan como está indi- 
cado en (5.19), surge una dificultad cuando en la primera columna aparece un 
cero, pues para calcular los términos de las columnas siguientes será necesario 
dividir por cero. Tal es el caso del polinomio 


pls) =s* +8 425742543 


cuyo arreglo de Routh se muestra (parcialmente) en la figura 5.10. 

Para calcular los términos de la siguiente columna sería necesario dividir 
por cero. Una estrategia para obviar este problema consiste en remplazar 0 por 
e, completar el arreglo, y luego analizar el límite cuando e tiende a cero por la 
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s* 1 2 3 
si 1 2 

s? € 3 
si[9-3 

so 3 : 


FIGURA 5.11: Arreglo de Routh con cero en la primera columna. Aproximación 


s! 1 2 3 
s7 1 2 

se | ot 3 
silo 

50 3 


FIGURA 5.12: Arreglo de Routh con cero en la primera columna. Arreglo completo 


derecha. En esas condiciones, el arreglo de Routh será como el que se muestra 
en la figura 5.11. Cuando e — 0*, el arreglo resulta ser como el de la figura 
5.12, y por lo tanto el polinomio tiene dos raíces en el semiplano derecho. 

Una dificultad mayor surge cuando todos los términos de una fila se hacen 
cero. Este hecho se conoce como la terminación prematura del arreglo, y está 
relacionada con polinomios cuyas raíces están ubicadas en forma simétrica res- 
pecto al origen, como por ejemplo cuando existen raíces en el eje imaginario. 
Tal es el caso del polinomio 


pls) =8 +85* +58 +55? 4 4s+4 


cuyo arreglo de Routh se muestra (parcialmente) en la figura 5.13. 

La estrategia a emplear en este caso consiste en escribir el polinomio p(s) 
que se obtiene con los coeficientes de la fila inmediatemente superior a la que 
quedó con ceros; el orden del primer monomio está dado por el término a la 
izquierda de la línea vertical (s* en el ejemplo) y el de los demás monomios se 
decrementa en dos: 

Ds) =s* +58+4 
Este polinomio resulta ser un divisor exacto de p(s) (puede comprobarse que 
p(s) = p(s)(s + 1)). El arreglo de Routh lo continuamos reemplazando la fila 


O bp naa 
Oh. 
O aa 
OS 


N NN Nom 


FIGURA 5.13: Arreglo de Routh con terminación prematura. Arreglo incompleto 
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FIGURA 5.14: Arreglo de Routh con terminación prematura. Arreglo completo 


de ceros por una fila con los coeficientes de la derivada de p(s): 


dp(s) 
ds 


= 45% + 10s 


El arreglo resultante se muestra en la figura 5.14 


5.2.2. Lugar geométrico de las raíces 


De acuerdo con la ecuación (5.5) los polos de la función de transferencia de 
un sistema como el de la figura 5.1 dependen del valor de XK. El lugar geométrico 
de las raíces, o simplemente root-locus es el gráfico en el plano s de la ubicación 
de los polos de (5.5) conforme XK varía de cero a infinito (XK : 0 — 00). 

Se define también el root-locus complementario como el gráfico en el plano 
s de la ubicación de los polos de (5.5) conforme K varía de menos infinito a 
cero (K : —oo => 0) 


Ejemplo 5.8 Supóngase que en el sistema de la figura 5.1 los bloques G(s) y H(s) 
son: 


1 1 


e 00 


De tal manera que la función de transferencia del sistema realimentado es 


K(s +3) 
Ps) = 25 5.22 
(s) s2 + 454 (34+K) (022) 
Los polos de 5.22 estarán dados por 
4H 1//16- 4(3+ K 
py PE E (5.23) 


2 


La tabla 5.3 muestra el valor de pj 2 para diversos valores positivos de K, según 
(5.23). La figura 5.15 muestra cómo varía la ubicación de los polos de (5.22): en 
rojo se muestra qué sucede al variar K de O a oo es decir, lo que corresponde al 
root-locus; en azul se muestra el efecto de variar K de menos infinito a cero, lo 
que corresponde al root-locus complementario. 
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TABLA 5.3: Polos de la función de transferencia del ejemplo 5.8 


FIGURA 5.15: Root-locus (en rojo) y root-locus complementario (en azul) del 
ejemplo 5.8 


104 


“libro” — 2006/1/25 — 15:02 — page 105 — ¿4129 


5.2. ESTABILIDAD Y CRITERIOS DE ESTABILIDAD EN SISTEMAS CONTINUOS 


Determinación de la estabilidad 


Si nos referimos a la ecuación (5.5), encontramos que la condición para los 
polos de F(s) será 


Deals)Dg(s) + KNa(sNp(s) =0 


Na (s),Np(s) 1 1 

A SR G(s)|H(s) => 5.24 

DldDs E 90% AN 

Es importante hacer notar que la condición expresada en (5.24) está dada 

en términos de la ganancia de lazo abierto G(s)H(s) en lugar de la función de 

transferencia del sistema realimentado (5.5). Dado que G(s) es un complejo, 
(5.24) puede escribirse en términos de su magnitud y ángulo: 


=g9  "sl0s)H(s) = ed da (5.25) 


De acuerdo con (5.25), si un valor sy forma parte del root-locus, entonces 
arg [G(so)H (so)] = +180%; además, podemos saber cuál es el valor de K que 
. e 1 7 

hace que la rama del root-locus pase justamente por sy, pues |K| = (660) Ao 


como K' es positiva (estamos suponiendo que sy está en el root-locus) entonces 
pe 1 
K= yA 
Si por el contrario, sy forma parte del root-locus complementario, enton- 
ces. arg[G(so)H (so)] = 0%; el valor de K que hace que la rama del root-locus 
pase justamente por sy, será tal que |K] = TCOEICNÉ como K es negati- 
va (estamos suponiendo que sy está en el root-locus complementario) entonces 
== ie. 
K= TAN" 
Ejemplo 5.9 Si tomamos el ejemplo de la figura 5.15, podemos conocer cuál es el 
valor de K' que hace que la rama del root-locus complementario que viene desde 
oo llegue a O. Este valor será justamente: 


1 1 
K Y=-E_ MMMMMMMMMMMMMMMMMXMMIIIIIA—94— A AOA/KÁ =3 
[G(so)H (so)! DOF 


De esta manera, podemos concluir que para valores de K menores que —3 
siempre habrá un polo en el semiplano derecho, y por lo tanto el sistema será 
inestable. Para valores K mayores que —3 todas las ramas del root-locus están en 
el semiplano izquierdo, y por lo tanto el sistema será estable. 


Ejemplo 5.10 Supóngase que en la figura 5.1 los valores de G(s) y H(s) son: 


1 1 


ne 7 ES 


EEES (s + 3) 


La figura 5.16 muestra los diagramas de root-locus y root-locus complementario 
para (5.26). Nótese como una rama del root locus complementario (en azul) viene 
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4 3 2 -1 0 1 


root locus 
root locus complementario 


FIGURA 5.16: Diagramas de root-locus para el ejemplo 5.10 
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desde +00 por el eje real, y pasa del semiplano derecho al semiplano izquierdo. 
Esto significa que para valores de K muy negativos el sistema realimentado tiene 
un polo en el semiplano derecho y por lo tanto es inestable. 

Sin embargo, conforme K' aumenta y se acerca a 0 el polo que origina la inesta- 
bilidad se desplaza a la izquierda, y en algún momento pasa al semiplano izquierdo 
y por lo tanto el sistema realimentado deja de ser inestable. Para determinar cuál 
es el valor de K en el que sucede esta transición, observamos que la rama cruza el 
eje imaginario justo en s =0+ 0. De acuerdo con 5.25 tenemos: 


1 1 1 
E ETE 


|[K|=6 (5.28) 


La ecuación (5.28) establece cuál es el valor absoluto de K que hace que 
la rama del root-locus complementario pase del semiplano derecho al izquierdo. 
Como sabemos que se trata de valores negativos de K podemos establecer que 
para K < —6 el sistema realimentado es inestable, mientras que para —6< K<0 
es estable. 

Si observamos ahora el diagrama de root-locus (en rojo) observamos que exis- 
ten dos ramas (simétricas respecto al eje horizontal) que nacen en el semiplano 
izquierdo y pasan al semiplano derecho. Esto significa que para valores pequeños 
de K el sistema realimentado es estable, pero a partir de algún valor positivo de 
K se torna inestable. 

Las dos ramas cruzan el eje imaginario simultaneamente, así que para deter- 
minar el momento en el que sucede la transición basta con estudiar una de ellas. 
Tomemos por ejemplo la rama superior, que cruza el eje imaginario en 0+ 73.316. 
El valor de K' en el que esto sucede puede determinarse empleando 5.25: 


1 1 1 
A A A A 5.29 
IK] — [(0+33.316+1)(0+33.316+2)(0+33.316+3) 60 pan) 


|K| =60 (5.30) 


Según la ecuación (5.30) para 0 < K < 60 el sistema retroalimentado es 
estable, y para K > 60 es inestable. 

Combinando esta información con la que se obtuvo al analizar el root-locus 
complementario puede concluirse que el sistema realimentado es estable si y sólo 
si K € (-6,60) 


Reglas de construcción de los diagramas 


La figura 5.15 ha sido construida a partir de la expresión exacta de la 
ubicación de los polos, dada por (5.23). No obstante, podría haberse empleado 
un método diferente, ya que existen varias reglas constructivas, que permiten 
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roo locus complementado 


Ri¡: número de|n n 
ramas 

Ra: Inicio de las e de G(s (o en o de G(s ) (o en 
ramas 


Ra: enla E - izquierda de un nú- 0 - izquierda de un nú- 
del eje real mero impar de polos y ce- | mero par de polos y ceros 
ros de G(s)H (s) de G(s)H(s) 
Rs: Número de 
ramas que 
van hacia 
(o vienen 
desde) oo 
Re: Angulos de 
las rectas 
asíntotas 


R7: Centroide — »” polos de A ceros de G(s)H(s) 


[n= 


de las rectas 
asíntotas 


TABLA 5.5: Reglas de construcción para el root-locus y el root-locus complementario 


trazar manualmente el root-locus y el root-locus complementario de funciones 
de transferencia de orden superior, con un alto grado de precisión. 

Estas reglas constructivas, algunas de las cuales se han resumido en la tabla 
5.51, se basan en la ecuación (5.5). En el ejemplo 5.11 se muestra cómo se 
emplean estas reglas. 


Ejemplo 5.11 Trazar el root-locus y el root-locus complementario de 


s+1 
s(s + 4)(5? + 2s + 2) 


Para trazar el diagrama de root-locus, comenzamos por ubicar en el plano 
complejo los polos y ceros de G(s)H(s) (figura 5.17(a)). De acuerdo con la Regla 
Ra, podemos definir cuáles intervalos del eje real forman parte del root-locus y 
cuáles del root-locus complementario (figura 5.17(b)). Las reglas R2 y R3 nos 
permiten determinar si las ramas del eje real llegan o salen de los ceros y polos de 
G(s)H(s) (figura 5.17(c)) 

Según la regla R5, deberán existir 4—1 = 3 ramas que van al infinito en el root- 
locus, y otras 3 ramas que vienen desde el infinito en el root-locus complementario. 


G(s)H(s) = 


An = número de polos de G(s)H(s); m = número de ceros de G(s)H(s) 
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Estas ramas serán asíntotas a unas rectas que cruzan el eje real en el centroide a, 
que según la regla Rz será: 


4-1 
Podemos calcular los ángulos de esas rectas siguiendo la regla Rg (figura 
5.17(d)) 


REC 
=60% | %= 2180” =0* 


E 280 = 180% | 9, = 2,180” = 120 
= 2180" = 2402 


Con esta información podríamos trazar parte de las ramas que van o vienen al 
infinito (figura 5.17(e)), pero sería necesario emplear otras reglas, o programas de 
simulación, para obtener los diagramas completos (figura 5.17(f)) 
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OTT 


*Im(s) 
E 
| R 
O 
X — 


(a) Primer paso 


y ¿Im(s) 


(d) Cuarto paso 


Mid paso 


ne 


(e) Quindo paso 


*Im(s) 
x= 
O A 0] 
x= 


(5 SextW paso 


FIGURA 5.17: Root-locus (en rojo) y root-locus complementario (en azul) del ejemplo 5.11 
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5.2.3. Diagramas y criterio de Bode 


El análisis del lugar geométrico de las raíces permite establecer la ubicación 
de los polos de un sistema como el de la figura 5.1 conforme cambia el valor 
de K. Si estamos interesados en estudiar la estabilidad del sistema, debemos 
analizar los puntos en los cuales las ramas del root-locus y el root-locus com- 
plementario cruzan el eje imaginario, pues es en ese punto en donde los polos 
pasan del semiplano izquierdo al derecho, o viceversa, y por lo tanto son los 
puntos en donde puede cambiar la estabilidad del sistema realimentado. 

Además, el root-locus es simétrico respecto al eje horizontal, por lo cual 
basta con estudiar en qué momento las ramas atraviesan una de las dos mitades 
del eje imaginario, generalmente la mitad positiva. 

Este hecho sugiere otra posibilidad de estudiar la estabilidad de los sistemas 
realimentados: en lugar de estudiar en dónde están ubicadas las ramas del root- 
locus en todo el plano complejo, centrar nuestra atención únicamente en el eje 
imaginario positivo, y detectar cuándo es atravesado por alguna rama del root- 
locus. 

Recordemos que de acuerdo con (5.25) los puntos del plano complejo que 
forman parte del root-locus son tales que al evaluar en ellos la función G(s) H (s) 
el ángulo del número complejo resultante debe ser +180% o 0%. 

De acuerdo con lo anterior, los puntos en donde puede cambiar la estabilidad 
del sistema realimentado coinciden con aquellos puntos jw del eje imaginario 
en donde: 


AO (6.31) 


Para encontrar cuáles son los valores de w que satisfacen (5.31) pueden 
trazarse los diagramas de Bode? de G(s)H(s) y buscar gráficamente en el dia- 
grama de fase cuáles son los puntos en donde el ángulo de G(jw)H(jw) vale 
+180% o 0%, tal como se muestra en la figura 5.18%. 


Para determinar los valores de K' en los cuales la rama del root-locus atra- 
viesa el eje imaginario, puede emplearse nuevamente 
(5.25): 
1 


[G(jw)H(jw)| = 1K] 


(5.32) 


El valor de |G(jw)H(jw)| puede leerse (en decibeles) en el diagrama de 
Bode de magnitud, tal como se muestra en la figura 5.18. A partir de ese valor, 
y empleando (5.32) puede determinarse los valores de K para los cuales una 
rama del root-locus atraviesa el eje imaginario (K. en la figura 5.18). 


5ver apéndice B. 
SExiste un método gráfico caído en desuso para calcular F(jw) a partir de G(jw) cuando 
K = H(s) = 1. Ese método se basa en las cartas de Nichols, presentadas en el apéndice C. 
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root-locus: K>0K=<0 


Diagrama de Bode de fase 


FIGURA 5.18: Relación entre el root-locus y los diagramas de Bode 


Márgenes de estabilidad 


Las ecuaciones (5.31) y (5.32) establecen dos condiciones que deben cumplir 
los puntos jw del plano complejo para formar parte del root-locus o del root- 
locus complementario; una de las condiciones hace referencia a la ganancia de 
G(s)H(s) y la otra a su fase. La idea de los márgenes de estabilidad consiste 
en suponer que k = 1, y explorar qué margen se tiene cuando se cumple una 
de esas condiciones: 


Margen de ganancia: el margen de ganancia consiste en el menor valor por 
el que se debe amplificar la ganancia de G(s)H(s) cuando se satisface la 
condición (5.31), para que simultáneamente se cumpla la condición (5.32). 


Para el caso en que K > 0, el margen de ganancia puede leerse (en 
decibeles) en los diagramas de Bode como el valor negativo de la ganancia 
a la frecuencia en la que la fase es de +180*. 


Para el caso en que K < 0, el margen de ganancia puede leerse (en 
decibeles) en los diagramas de Bode como el valor negativo de la ganancia 
a la frecuencia en la que la fase es de 0%. 


Margen de fase: el margen de fase consiste en el menor valor que se le debe 
sumar al ángulo de G(s)H (s) cuando se satisface la condición (5.32), para 
que simultáneamente se cumpla la condición (5.31) 
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Magnitude 


PAE ICM MAL 
CA O o O PA 
EE” 2 =d | 0 1 2 
10 10 10 10 


degl 
00 0890010890800 8 0818.00 00008 801 
erre 
088088001 0881808000 9080801010888. 08080111 
6 1090 0 
9 900100908 0818010980 9001109981 0001080810001 0800 8011 
00800801 0808000108008 00 0 90 800 00 11 
980088080001. 
9008080011088. 0808000008000 00 0 AS 


FIGURA 5.19: Diagramas de Bode para un ejemplo 


Para el caso en que K > 0, el margen de fase puede leerse en los diagra- 
mas de Bode como 180% — £, donde y es el ángulo correspondiente a la 
frecuencia en la que la ganancia es de Odb. 


Para el caso en que K < 0, el margen de fase puede leerse en los diagramas 
de Bode como —¿, donde « es el ángulo correspondiente a la frecuencia 
en la que la ganancia es de 0db. 


Ejemplo 5.12 Supóngase que en el sistema de la figura 5.1 los bloques G(s) y 
H(s) son: 
al 1 


o A 


(5.33) 
La figura 5.19 muestra los diagramas de Bode de G(s)H(s). Según (5.31) los 
puntos en los cuales puede cambiar la estabilidad del sistema realimentado son 
aquellos en los que el ángulo de G(juw)H (jw) es 0% o es +180%, 
Al observar la figura 5.19 notamos que el ángulo de G(jw)H(jw) es —1802 
para una frecuencia de 0.528Hz, es decir para w = 270.528 = 3.316rad/s. En esa 


frecuencia el valor de la magnitud de G(jw)H (jw) es de —35.56db, lo que significa 
que la magnitud de XK, en decibeles, para la cual una rama del root-locus atraviesa 
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el eje imaginario es tal que LATER = —35.56, lo que equivale a: 
A =10 82 |k¡=10 8% ¡k|=10%% =60 


como K > 0 (hemos encontrado una rama del root-locus) entonces K = 60. 
También debemos buscar los puntos para los cuales el ángulo de G(jw)H(jw) 
es 0%. En la figura 5.19 se observa que el diagrama de fase es asintótico a 0%, es 
decir, que para w= 0 el ángulo de G(jw)H(jw) es 0%. El diagrama de magnitud 
de G(juw)H (jw) es asintótico a —15.56db, lo que significa que la magnitud de XK, 
en decibeles, para la cual una rama del root-locus complementario atraviesa el eje 


imaginario es tal que lez = —15.56, lo que equivale a: 
A E a A Y dE 


como K < 0 (hemos encontrado una rama del root-locus complementario) enton- 
ces K = -—£6. 

Hemos encontrado los valores de K' para los cuales un polo cruza el eje imagi- 
nario, y han resultado ser —6 y 60. Esto significa que al variar K' desde —o0 hasta 
oo, la estabilidad del sistema realimentado sólo puede cambiar en —6 y 60. En 
consecuencia, podemos definir tres intervalos para K en los cuales la estabilidad 
es constante; para conocer la estabilidad de cada intervalo basta con determinar la 
de uno de sus puntos: 


= K € (—00,—6): seleccionamos K = —10 de tal manera que el denominador 
de (5.21) se convierte en 


s +65" + 1154 
Como el denominador tiene coeficientes de signos diferentes al menos tiene 


una raíz en el semiplano derecho, y en consecuencia el sistema realimentado 
es inestable. 


= K € (-6,60): seleccionamos K = 0 de tal manera que el denominador de 
(5.21) se convierte en 


+68 +11s+6= (s+1)(s + 2)(s +3) 


Las raíces del denominador son negativas (—1, —2 y —3) , y en consecuencia 
el sistema realimentado es estable. 


= K € (60,00): seleccionamos / = 100 de tal manera que el denominador de 
(5.21) se convierte en 
se +65” + 11s + 106 


cuyas raíces son —6.71 y .36 + j3.96, es decir que tiene dos raices en el 
semiplano derecho y en consecuencia el sistema realimentado es inestable. 
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5.2.4. Diagrama y criterio de Nyquist 


Para poder presentar el criterio de Nyquist, es conveniente recordar antes el 
principio del argumento, que puede explicarse a partir de la metodología gráfica 
para calcular el valor de una función compleja racional. 


Determinación gráfica del valor de una función compleja racional 


Supóngase una función compleja F(s) que puede escribirse como una razón 
de polinomios: 
aq +0a1s +---+a,s” 
do + bis! +---+b,s” 


Al factorizar los polinomios, la ecuación (5.34) podrá escribirse como 


F(s) = (5.34) 


le c1)(s — ca): (8 — Cm) 
A tn) (5.35) 


Si se quiere calcular el valor de F(s) para un valor específico de s, digamos 
so, es decir, si se quiere calcular F(sp), basta con reemplazar s por so: 


js a em) (5.36) 
(so — p1)(so — p2) * ++ (So — Pn) 

Cada uno de los paréntesis que aparecen en (5.36) puede determinarse de 
forma gráfica, tal como se explica a continuación: la figura 5.20 muestra el 
diagrama de polos y ceros de una función de transferencia F(s) hipotética; en 
dicho diagrama se observa que el vector (sy — c,) corresponde al vector que va 
desde ci hasta sy. La magnitud y el ángulo de dicho vector pueden medirse en 
la gráfica, y correspondería al primero de los paréntesis de (5.36). 

De forma similar podría procederse con cada uno de los paréntesis de (5.36), 
de tal manera que una forma de calcular la magnitud y el ángulo de F (sp) sería: 


II" Magnitudes de los vectores que van de ceros a sy 


F Y SF ———_—— 2 AKKÁA (5.37 
da ls [[”" Magnitudes de los vectores que van de polos a so ( ) 
argF(so) = argA +5)” Ángulos de los vectores que van de ceros a sy 
o” Ángulos de los vectores que van de polos a sy 
(5.38) 


siendo arg A = 0 si A>00argA = 180% si A<0 


Principio del argumento 


Para presentar el principio del argumento, supongamos inicialmente que la 
función F(s) a que se refiere la ecuación (5.34) es 


F(s)=s+1 (5.39) 
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FIGURA 5.20: Determinación gráfica del valor de una función de transferencia 
racional 


es decir, tiene un único cero en s =—1 y no tiene polos. Supongamos también 
que deseamos calcular F (sp), para so =1+J. 

La figura 5.21 muestra dos planos complejos: en el primero de ellos se ha 
dibujado el diagrama de polos y ceros de (5.39); este plano lo denominaremos 
plano s. En el segundo plano se ha dibujado el resultado de calcular F(sp), y 
por eso lo denominaremos plano F. Para obtener F(so) y poder graficarlo en 
el plano F' se ha empleado el método gráfico en el plano s, y el resultado se ha 
trasladado, tal como se señala en la figura 5.21. 

Si ahora quisiéramos calcular F(s) no en un único punto sy sino en todos 
los puntos de una trayectoria cerrada del plano s, podríamos repetir el pro- 
cedimiento anterior en cada uno de los puntos de la trayectoria. Las figuras 
5.22 y 5.23 muestran los resultados para dos trayectorias diferentes que se han 
recorrido en el sentido horario. En ambos casos se produce en el plano F otra 
trayectoria cerrada en sentido horario. 

La principal diferencia entre las dos trayectorias seleccionadas es que la pri- 
mera de ellas (figura 5.22) no encierra al cero de F(s) mientras que la segunda 
(figura 5.22) sí lo hace. Como consecuencia de ésto, en el primer caso la trayec- 
toria cerrada que aparece en el plano F' no encierra al origen, mientras que en 
el segundo sí lo hace. 

Las figuras 5.24 y 5.25 muestran cuál habría sido el resultado si F(s) tuviera 
un polo en s = —1 en lugar de un cero, es decir si F(s) = 1/(s+1). En el plano 
F aparecen trayectorias cerradas que sólo encierran al origen si la trayectoria 
del plano s encierra al polo. Sin embargo, debe resaltarse que el sentido de la 
trayectoria que encierra al origen es antihorario, lo que se explica observando 
que en la ecuación (5.38) el ángulo de los vectores que van de polos a sy tiene 
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Plano s , Plano F 


FIGURA 5.21: Plano s y Plano F 


Plano s > Plano F 


FIGURA 5.22: Plano s y Plano F' en una trayectoria cerrada que no encierra el cero 
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Plano s 5 Plano F 


FIGURA 5.23: Plano s y Plano F' en una trayectoria cerrada que encierra el cero 


signo negativo. 

Ahora bien, si la trayectoria hubiese encerrado varios ceros y varios polos, 
cada uno de estos ceros habría contribuido en 5.36 con un término que ha- 
bría variado 360 en sentido horario, mientras que cada polo lo haría con otro 
término que habría variado 360% en sentido antihorario. 

Otro detalle a tener en cuenta es que si la trayectoria pasa por un polo de 
F(s), al calcularla en ese punto el resutado será co, y por lo tanto la trayectoria 
generada en el plano F' no necesariamente será cerrada. Estos hechos pueden 
consignarse en el principio del argumento, que se presenta a continuación: 


Principio del argumento 

Dada una función F(s), calculada en una trayectoria cerrada T', que no 
pasa por ningún polo de F(s), recorrida en sentido horario, el resultado es 
también una trayectoria cerrada que encierra al origen en sentido horario 
un número de veces a: 


qa =MNMr — Mp 


nr = Número de ceros de F(s) encerrados por TP 
mr = Número de polos de F(s) encerrados por T 


Trayectoria de Nyquist 


La trayectoria de Nyquist para un sistema continuo realimentado como el 
de la figura 5.1 es una curva cerrada I' que abarca todo el semiplano derecho, y 
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FIGURA 5.24: Plano s y Plano F' en una trayectoria cerrada que no encierra el polo 


Plano s , Plano F 


FIGURA 5.25: Plano s y Plano F' en una trayectoria cerrada que encierra el polo 
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uy 


FIGURA 5.26: Trayectoria de Nyquist para el caso general 


tE 


FIGURA 5.27: Trayectoria de Nyquist con polos en el eje imaginario 


que no contiene ningún polo de G(s)H(s). La figura 5.26 muestra la trayectoria 
de Nyquist I' para el caso general. 
Nótese que la trayectoria de Nyquist recorre todo el eje imaginario y regresa 
por una semicircunferencia de radio oo, abarcando todo el semiplano derecho. 
Para el caso especial en que G(s)H(s) tiene polos en el eje imaginario es ne- 
cesario modificar la trayectoria, tal como se muestra en la figura 5.26, mediante 
pequeñas semicircunferencias de radio arbitrariamente pequeño e 


Diagrama de Nyquist 


Para un sistema continuo como el de la figura 5.1, el diagrama de Nyquist 
es la trayectoria orientada que resulta de calcular G(s)H(s) a través de la 
trayectoria de Nyquist (ver figura 5.28). 
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Plano s Plano GH 


FIGURA 5.28: Diagrama de Nyquist 


Criterio de Nyquist 


Para el sistema continuo realimentado de la figura 5.1, con K = 1 definamos 
la función 


R(s) =14+ G(s)/H(s) =1+ = 


Dals)Du(s) + Nal(sINH(s) 


DADA) (5.41) 


Si calculamos R(s) a lo largo de la trayectoria de Nyquist T, el resultado 
es una curva Y. El criterio de Nyquist se deriva de aplicar el principio del 
argumento a esta curva. Aplicando (5.40) se tiene: 


Número de veces Número de ceros Número de polos 
que Y encierra al =de R(s) encerrados — de R(s) encerrados (5.42) 
origen por P' por TP 


La ecuación (5.42) puede escribirse de otra forma, si se tiene en cuenta que: 
= La curva l' encierra todo el semiplano derecho 


= Los polos de R(s) son los mismos polos de G(s)H(s), como se puede 
verificar en (5.41) 


= Los ceros de R(s) son los mismos polos del sistema realimentado (con 
K = 1) como puede verse al comparar (5.41) con (5.5) 


Con estas consideraciones la ecuación (5.42) se convierte en 
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Número de polos 
del sistema  reali- 
mentado en el semi- 
plano derecho 


Número de veces 
que Y encierra al= 
origen 


Número de polos de 
—- G(s)H(s) en el se- (5.43) 
miplano derecho 


Y es la curva que resulta de calcular R(s) a lo largo de la trayectoria de 
Nyquist P, pero como R(s) =1+G(s)H(s), Y es igual al diagrama de Nyquist 
de G(s)H(s) desplazado a la derecha una unidad; de tal manera que evaluar 
cuántas veces encierra Y al origen es igual que evaluar cuántas veces encierra 
el diagrama de Nyquist de G(s)H(s) el punto (—1,0). Por esta razón podemos 
convertir (5.43) en la forma conocida como el criterio de Nyquist: 


Criterio de Nyquist 

El número de polos en el semiplano derecho que tiene un sistema continuo 
realimentado como el de la figura 5.1 , con K = 1 puede determinarse a 
partir de la ecuación 


Número de veces , 
Número de polos 


_ del sistema  reali- 
mentado en el semi- 


que el diagrama 
de  Nyquist de 
G(s)H (s) encierra miplano derecho 


Número de polos de 
—G(s)H (s) en el se- (5.44) 


al punto (—1, 0) plano derecho 


Para que el sistema realimentado sea estable debe tener cero polos en el 
semiplano derecho. 


El criterio de Nyquist también permite determinar qué valores puede tener 
K en la figura 5.1, para que el sistema realimentado sea estable. Para ello 
debe notarse que el diagrama de Nyquist de kG(s)H(s) difiere del diagrama 
de Nyquist de G(s)H(s) sólo en la escala, es decir, tienen la misma forma 
pero el primero está amplificado respecto al segundo K veces. Observando el 
diagrama de Nyquist puede determinarse qué tanto debe amplificarse G(s)H (s) 
para asegurar que no haya polos en el semiplano derecho. 

Para estudiar los valores negativos de K que harían que el sistema fuera 
estable, podríamos trazar el diagrama de Nyquist de —G(s)H(s); sin embargo 
esto no es necesario, ya que ese diagrama sólo puede diferir del de G(s)H(s) en 
una rotación de 180%, por lo tanto es suficiente con averiguar qué tantas veces 
se encierra el punto (1,0). 


Ejemplo 5.13 La figura 5.29 muestra el diagrama de Nyquist correspondiente a 
un sistema realimentado con 


Gs) 1 1 


cara PA Nell 
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Im(n(21*pr*t)) 


Re(h(2i*pi*f)) 


FIGURA 5.29: Diagrama de Nyquist para el ejemplo 5.13 


En esa figura se han destacado los puntos en los que el Diagrama de Nyquist 
cruza el eje real (-1/60 y 1/6). El número de polos que G(s)H(s) tiene en el 
semiplano derecho es cero, de acuerdo con (5.45). De esta forma, el criterio de 
Nyquist, ecuación (5.44), establece que: 


Número de polos del 


_ sistema realimenta- _ (5.46) 
do en el semiplano 
derecho 


y por lo tanto el sistema realimentado es estable para K = 1. Además, en el 
diagrama de Nyquist se observa que éste se puede amplificar hasta 60 veces sin 
que cambie el número de veces que encierra al punto (—1, 0), lo que significa que 
para 0 < k < 60 el sistema sigue siendo estable. Si se amplifica por un valor 
superior a 60 el punto (—1, 0) resulta encerrado dos veces por el diagrama, y por lo 
tanto el sistema realimentado tendrá dos polos en el semiplano derecho, es decir, 
será inestable. 

Evaluamos ahora la estabilidad para valores negativos de K. Remitiéndonos 
nuevamente a la figura 5.29, observamos que podemos amplificar 6 veces el dia- 
grama sin que cambie el número de veces que encierra al punto (1,0), lo que 
significa que para —6 > K > 0 el sistema sigue siendo estable. Si se amplifica por 
un valor mayor a 6 el punto (1,0) resulta encerrado una vez por el diagrama, y por 
lo tanto el sistema realimentado tendrá un polo en el semiplano derecho, es decir, 
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será inestable. En resumen, el sistema será estable para K € (—6, 60). 


5.3. Estabilidad y criterios de estabilidad 
en sistemas discretos 


Por razones análogas a las expresadas en la sección 5.2, la estabilidad de 
sistemas dinámicos lineales discretos también está determinada por la ubicación 
de sus polos. La condición de estabilidad consiste en que éstos deben estar 
ubicados en el interior del círculo unitario. 

Debido a que esta condición es diferente a la que existe para los sistemas 
continuos, las herramientas presentadas en la sección 5.2 no pueden emplearse 
directamente, sino que es necesario efectuar algún tipo de adecuación. Existen 
en general tres estrategias: 


= Adecuar el sistema discreto para que parezca un sistema continuo. Este 
es el caso de la transformación bilineal que se explica en la sección 5.3.1. 


= Diseñar estrategias específicas para sistemas discretos. El criterio de Jury 
que se presenta en la sección 5.3.2 corresponde a este caso. 


= Adecuar las estrategias de análisis para que funcionen con sistemas dis- 
cretos. Las secciones 5.3.3, 5.3.4 y 5.3.5 explican cómo adecuar las estra- 
tegias de root-locus, Bode y Nyquist, respectivamente (ver sección 5.2), 
para aplicarlas en el caso discreto. 


5.3.1. Transformación bilineal 
La transformación 
2+1 
z2=1 
Se conoce como la transformación bilineal, ya que al despejar r en (5.47) 
resulta una expresión similar: 


(5.47) 


pa (5.48) 
r-1 
La transformación bilineal tiene la propiedad de transformar la circunferen- 
cia unitaria en el eje imaginario. Para demostrarlo, supongamos un valor de z 
que está en la circunferencia unitaria, es decir z = cos + ¿sing para algún 
valor de $. Al aplicar (5.47) observamos que z se transforma en 


coso+ ¿sino +1 
coso+ ¿sino — 1 


que puede escribirse como 


_ 1+cosp+jsind — (1+cosp+j¿sing) (—1+cosp— ¡sin p) 
ES -1+cosp+j¿sinp  (—1+cos9+ j¡sing) (—1 + coso — ¡sin $) 
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0.707 — j0.707 | 04 


TABLA 5.6: Transformación bilineal de algunos puntos sobre la circunferencia 
unitaria 


FIGURA 5.30: Transformación bilineal 


Al efectuar las operaciones se obtiene que r es un imaginario puro: 
—-j2sing . sinQ 


no 2—2c0s4 A os —1 


(5.49) 


La tabla 5.6 muestra cómo se transforman algunos puntos sobre la circun- 
ferencia unitaria. Esta transformación se visualiza en la figura 5.30. 


Ejemplo 5.14 Supóngase que en el sistema de la figura 5.2 se tiene que 


1 1 
A IE E )=p07 530) 
La función de transferencia del sistema realimentado es 
KG K 0.7 
le e AE (5.51) 


DEIFRGOHAO A+ (K 402) 


125 


“libro” — 2006/1/25 — 15:02 — page 126 — ¿4150 


OSCAR G. DUARTE 


r2| (221+K) (0.214 K) 
ri | (1.58-2K) 
ro | (0.214+K) 


FIGURA 5.31: Arreglo de Routh para el sistema transformado 


Al aplicar la transformación bilineal a F(z) se obtiene 


re —H()+07) ria 
EN (E) (+o21) "(21+K)+r(158-2K) + 0.21 


Los valores de K' que hacen que todas las raíces de F(2) estén dentro del círculo 
unitario en el plano z son los mismos valores que hacen que todas las raíces de ÉE(r) 
estén en el semiplano izquierdo del plano r. Estos últimos pueden determinarse por 
medio del criterio de Routh-Hurwitz. El arreglo correspondiente se muestra en la 
figura 5.31 de donde se deduce que las condiciones para que el sistema del ejemplo 
sea estable son: 


DER SO 1166=0K 0: OIE R SO (5.52) 


O lo que es equivalente: 
0.21 < K <0.79 (5.53) 


5.3.2. Arreglo y criterio de Jury 


El criterio de Jury ” permite determinar cuántas raíces tiene un polinomio en 
el interior del círculo unitario. Cumple, para el caso discreto, un papel análogo 
al que cumple el criterio de Routh-Hurwitz en el caso continuo. 


Construcción del arreglo de Jury 


Dado un polinomio p(z) 
plz) =ans”*+an-15 "1 4-.-+a9s +a18* +00 (5.54) 


en donde los coeficientes a; son reales y a, es positivo, es posible construir el 
Arreglo de Jury de p(z) a partir de los coeficientes a; que aparecen en (5.54). 
Para ello, inicialmente se construye el arreglo que se muestra en la figura 5.32: 
la primera línea contiene los coeficientes de p(z) en orden, desde ay hasta a,,, 
y en la segunda línea en orden inverso. En general, cada línea par contiene 
los mismos coeficientes que la línea inmediatamente anterior pero en el orden 
inverso. 


“Existen versiones diferentes del criterio de Jury a las presentadas en estas notas. 
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FIGURA 5.33: Arreglo de Jury del ejemplo 5.15. Primeras dos líneas 


Los elementos de las líneas impares se construyen así: 


bo bn— 1-k 
bn—1 br 


Co Cn—2—k 
Cn—2 Ck 


Ch = (5.55) 


Un Ok 


Es decir, el primer elemento de una fila impar se calcula como el deter- 
minante de la matriz construída tomando de las dos líneas inmediatamente 
anteriores la primera y la última columna; el segundo elemento de forma si- 
milar pero con la primera y la penúltima columnas; el tercero con la primera 
y la antepenúltima, y así sucesivamente. Dado que el último elemento sería el 
determinante de la matriz formada con dos columnas iguales (la primera dos 
veces), este valor será siempre cero, y por tanto no se escribe en el arreglo (se 
ha eliminado). 


Ejemplo 5.15 Considérese el polinomio 
p(2) =1+22+32* +42 + 52 (5.56) 


Las primeras dos líneas del arreglo de Jury para p(2) se muestran en la figura 
5.33. Sólo es necesario construir 5 líneas, porque n =4 y 2n — 3 = 5. 
La tercera línea se construye así: 
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11.4 
ml foma 


5 ; e 
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FIGURA 5.35: Arreglo de Jury del ejemplo 5.15. Arreglo completo 


1 2 
5 4 


13 
5.3 


El arreglo con las cuatro primeras líneas se muestra en la figura 5.34. La quinta 


el 2 =p 0 


línea se construye así: 


-24 -—12 -24 -—18 


-24 -6 
504 ea 71 300 a 758) = 150 


= | -24 


Criterio de Jury 


El Criterio de Jury puede expresarse así: 


Criterio de Jury 
Las condiciones necesarias y suficientes para que p(z) en (5.54) tenga 


todas sus raíces en el interior del círculo unitario del plano z son: 
p1)>0 (5.574) 


>0 si n es par (5.57b) 
<0 sines impar 


Un 
[br—1| 
len—21 % y — 1 condiciones 


92! 


128 


“libro” — 2006/1/25 — 15:02 — page 129 — ¿4153 


5.3. ESTABILIDAD Y CRITERIOS DE ESTABILIDAD EN SISTEMAS DISCRETOS 


Nótese que este criterio se reduce a unas condiciones muy simples para el 
caso de polinomios de segundo orden (n = 2): 


p(1)>0 (5.58a) 
p(=1)>0 (5.58b) 
|ap| < az (5.58c) 


Ejemplo 5.16 Supóngase el polinomio p(z) de la ecuación (5.56) en el ejemplo 
5.15, cuyo arreglo de Jury se muestra en la figura 5.35. Las condiciones (5.57) se 
convierten en: 


PD) =1+20! +3(092+4(0? +5()*=15>0 (5.59a) 
p(=D) =14+ 2-0" +320?+4(=0"+520*=3>0 (5.59b) 


LS lao! < 04 =0 
24=Ibo] >  |ba]=6 (5.590) 
504=|eo] > |eo|=180 


Por lo que p(z) tiene todas sus raíces en el interior del círculo unitario. Efecti- 
vamente, las raíces de p(z) son: 


r12 = 0.1378 + 20.6782 134 = 0.5378 + 10.3583 
[ri 2! = 0.692 < 1 Ira sl = 0.646 < 1 


Ejemplo 5.17 Supóngase ahora un sistema como el del ejemplo 5.14, es decir un 
sistema realimentado como el de la figura 5.2 con 


1 1 


la. A 9.90) 
La función de transferencia del sistema realimentado es 
KG K 0.7 

F(z) (2) = A (5.61) 


1IFKGDHO 2+2+(K+021) 


Para que el denominador de F(2) tenga todas sus raíces en el círculo unitario, 
y por tanto el sistema realimentado sea estable, se deben satisfacer (5.57); como 
el denominador es de segundo orden, estas condiciones se convierten en las que 
muestra (5.58), es decir: 


p(1)=1+1+(0.214+ K)>0 (5.62a) 
p(-1) =1-1+(0.21+ kK)>0 (5.62b) 
10.21 + K| = lap] < as =1 (5.62c) 
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Estas condiciones se convierten en 


K > -2.21 (5.63a) 
K > -—0.21 (5.63b) 
-1.21 < K <0.79 (5.63c) 
o lo que es equivalente: 
0.21 < K < 0.79 (5.64) 


que coincide con lo obtenido en (5.53) 


Problemas en la construcción del arreglo de Jury 


Es posible que algunos o todos los elementos de una fila en el arreglo de 
Jury sean cero, en cuyo caso se considera que el arreglo ha terminado de forma 
prematura. La solución a este inconveniente se considera fuera del alcance del 
curso y por lo tanto se ha omitido en estas notas$, 


5.3.3. Lugar geométrico de las raíces 


El root-locus y el root-locus complementario muestran cómo varía la ubica- 
ción de los polos de la ecuación (5.5) al variar K. Como la forma de (5.5) y la de 
(5.6) son idénticas, pueden emplearse estos diagramas en forma análoga a como 
se emplean en el caso continuo para determinar la estabilidad de un sistema 
discreto realimentado como el de la figura 5.2: deben encontrarse las condi- 
ciones para que todas las ramas del root-locus y el root-locus complementario 
estén en el interior del círculo unitario. 


Ejemplo 5.18 Tomemos el mismo sistema analizado en los ejemplos 5.14 y 5.17. 
Se trata de un sistema realimentado como el de la figura 5.2 con 


1 1 
a 00 
El root-locus y el root-locus complementario de G(2)H (2) se muestran en 
la figura 5.36. Se ha dibujado allí también el círculo unitario, para facilitar la 
determinación de la estabilidad. 
El root-locus cruza el círculo unitario en —0.5 + jy1 — 0.52 = —0.5 + 30.86, 
Estos puntos corresponden a una ganancia KC. positiva tal que 


1 
(=0.5 + 30.86 + 0.3)(—0.5 + j0.86 + 0.7) 


(5.65) 


Ka = | | = 0.79 (5.66) 


El root-locus complementario cruza el círculo unitario en —1 y en 1.Estos puntos 
corresponden a unas ganancias K¿2 y K.3 negativa tales que 
1 


di | ETA RON 


| = -0.21 (5.67) 
8 


véase [22]. 
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FIGURA 5.36: root-locus (en rojo) y root-locus complementario (en azul) para el 
ejemplo 5.18 


1 
Ke = = | >= | = -2.21 5.68 
is (1+0.3)(1 +0.7) pda 
De las ecuaciones (5.66), (5.67) y (5.68) se desprenden las condiciones para que 
el root-locus y el root-locus complementario estén en el interior del círculo unitario: 
Para el root-locus se necesita que K' < 0.79 y para el root-locus complementario 
que K > —0.21 y K > -2.21. Estas condiciones se pueden resumir en una sola: 


-0.21 < K <0.79 (5.69) 


que coincide con las encontradas en (5.53) y (5.64) 


5.3.4. Diagramas y criterio de Bode 


En la sección 5.2.3 se muestra cómo pueden emplearse los diagramas de Bode 
para estudiar la estabilidad de sistemas realimentados continuos como los de 
la figura 5.1. La figura 5.18 muestra la relación entre el cruce por el eje real de 
las ramas del root-locus y el root-locus complementario con los diagramas de 
Bode de G(s)H (s). 
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Para estudiar la estabilidad de los sistemas discretos ya no es importante 
el cruce por el eje imaginario, sino el cruce por la circunferencia unitaria. Por 
esta razón, los diagramas de |G(jw)H(ju)| y arg G(jw)H (ju) ya no son útiles. 

Dicho de otra forma, ya no es interesante recorrer el eje imaginario jw, sino 
la circunferencia unitaria. Esta última se puede recorrer con la función e”, 
variando w entre 0 y 27. En efecto, podemos emplear la Fórmula de Euler para 
escribir 

ed” = cosw+j¿sinw (5.70) 

La ecuación (5.70) muestra que e” es un número complejo de magnitud 1 
y ángulo w, por lo tanto, si w varía entre O y 27 se recorre la circunferencia 
unitaria. 

Al igual que en el caso continuo, podemos argumentar la simetría del root- 
locus para recorrer únicamente la mitad de la circunferencia, es decir, tomar 
0<u<r. 

En resumen, podemos trazar los diagramas de magnitud y ángulo para 
G(e?)H (e) con 0 < w< rr, o lo que es igual, para G(jf)H(5f) con 0 < 
f< 3. Estos son los diagramas de Bode para sistemas discretos y emplean las 
mismas escalas que los diagramas de Bode para sistemas continuos. 

La relación que existe entre los diagramas de root-locus y root-locus com- 
plementario, por una parte, y los diagramas de Bode, por otra, para sistemas 
discretos se muestra en la figura 5.37. De esta forma, la determinación de la 
estabilidad de sistemas realimentados discretos es completamente análoga al 
caso continuo, y se ilustra con el ejemplo 5.19 


Ejemplo 5.19 Retomemos el mismo sistema analizado en los ejemplos 5.14, 5.17 
y 5.18. Se trata de un sistema realimentado como el de la figura 5.2 con 


1 1 


Sa HS 


(5.71) 


Los diagramas de Bode de G(2)H (2) se muestran en la figura 5.38 (Nótese 
que f varía de O a 1). 

Se observa que el ángulo de G(e7“)H(e1”) es —180% para una frecuencia de 
0.3338Hz, es decir para w = 270.3338 = 2.094rad/s. En esa frecuencia el valor 
de la magnitud de G(e%“)H(e%”) es de 2.04db, lo que significa que la magnitud 
de K, en decibeles, para la cual una rama del root-locus atraviesa la circunferencia 
unitaria es tal que Malo = 2.04, lo que equivale a: 


= | > 102 db Koa] a 107 db 
cl 
[K.1] =107%% =0.79 — Ke =0.79 (5.72) 


Para estudiar los cruces por la circunferencia unitaria de ramas del root-locus 
complementario, observamos que el diagrama de fase es asintótico a 0%, es decir 
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Diagrama de Bode de magnitud 


root-locus: K>0K<0 


Diagrama de Bode de fese 


FIGURA 5.37: Relación entre el root-locus y los diagramas de Bode para el caso 
discreto 
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Magnitude 


Hz 


Phase 
AO O 
[ee ee: 6 E LT] 
¡5 LP] 


Hz 


FIGURA 5.38: Diagramas de Bode para el ejemplo 5.19 


que para w= 0 el ángulo de G(e?“)H (e7”) es 0%. También se observa que para 
una frecuencia de 3Hz, es decir w = TT el ángulo es de —360%, que es igual a 0*. 

Lo anterior significa que dos ramas del root-locus complementario cruzan la 
circunferencia unitaria en K ¿9 y K.3 que se pueden calcular como: 


|K.2| = 2==221  K.=-2.21 (5.73) 


13.555 


[K.3| =10%% =0.21 Ko =-0.21 (5.74) 


Los resultados de las ecuaciones (5.72) a (5.74) son coherentes con los obteni- 
dos en (5.53), (5.64) y (5.69). 


5.3.5. Diagrama y criterio de Nyquist 


El criterio de Nyquist para sistemas realimentados continuos de la ecuación 
(5.44) se construye empleando las trayectorias de Nyquist que se muestran 
en las figuras 5.26 y 5.27. Estas trayectorias han sido diseñadas en forma tal 
que encierran todo el semiplano derecho y así poder emplear el principio del 
argumento (ecuación (5.40)) en forma conveniente. 
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NS 


FIGURA 5.39: Trayectoria de Nyquist para el caso discreto general 


Para sistemas discretos realimentados como los de la figura 5.2 es necesario 
modificar la trayectoria de Nyquist para que encierre toda la porción del plano 
complejo que está por fuera del círculo unitario. La trayectoria seleccionada se 
muestra en la figura 5.39; en caso de que G(2)H(2) tenga polos exactamente 
sobre la circunferencia unitaria, es necesario modificar la trayectoria como se 
muestra en la figura 5.40. Denominaremos al diagrama obtenido con estas tra- 
yectorias diagrama de Nyquist para sistemas discretos, o simplemente diagrama 
de Nyquist discreto. 

En estas condiciones, el criterio de Nyquist para sistemas discretos puede 
enunciarse así: 


Criterio de Nyquist para sistemas discretos 

El número de polos por fuera del círculo unitario que tiene un siste- 
ma discreto realimentado como el de la figura 5.2 , con K = 1 puede 
determinarse a partir de la ecuación 


Número de veces 
que el diagrama de Número de polos de 
Nyquist discreto de = G(2)H (2) por fuera (5.75) 


G(2)H (2) encierra mentada DA del círculo unitario 
al punto (1,0) del círculo unitario 


Número de polos 
del sistema  reali- 


Para que el sistema realimentado sea estable debe tener cero polos por 
fuera del círculo unitario. 
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Ejemplo 5.20 Retomemos el mismo sistema analizado en los ejemplos 5.14, 5.17, 
5.18 y 5.19. Se trata de un sistema realimentado como el de la figura 5.2 con 


1 1 


a. “za 


(5.76) 


El diagrama de Nyquist de G(z)H(z) se muestra en la figura 5.41; puede 
observarse que el diagrama de Nyquist encierra una vez el punto (—1,0). Además, 
G(z)H (2) tiene cero polos por fuera del círculo unitario. Según (5.75) se tiene que 


Número de polos del 
1 — Sistema realimenta- _ 0 (5.77) 
do por fuera del 
círculo unitario 
y por lo tanto el sistema realimentado con K = 1 es inestable. Sin embargo 
el número de veces que se encierra el punto (—1,0) puede ser O si el diagrama 
se amplifica por un valor positivo menor que 0.79. En estas condiciones el sistema 
realimentado será estable. Por lo tanto, para que el sistema realimentado sea estable 
con valores positivos de K, se necesita que O < K < 0.79 
Para estudiar los valores negativos de K' que harían que el sistema fuera estable, 
podríamos trazar el diagrama de Nyquist de —G(2)H(2); sin embargo esto no es 
necesario, ya que ese diagrama sólo puede diferir del de G(2)H (2) en una rotación 
de 180%, por lo tanto es suficiente con averiguar qué tantas veces se encierra el 
punto (1,0). 
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Nyquist plot 


Im(h(exp(2i*pi*f*dt))) 


D A Rec 
2 -1 


0 1 2 


FIGURA 5.41: Diagrama de Nyquist para el ejemplo 5.20 


En la figura 5.41 se observa que el número de veces que el diagrama de Nyquist 
puede encerrar al punto (1,0) es 0, 1 ó 2 en las siguientes condiciones: 


= Si se amplifica por una cantidad menor que 0.21 lo encierra O veces. 


= Si se amplifica por una cantidad mayor que 0.21 y menor que 2.21 lo encierra 
1 vez. 


= Si se amplifica por una cantidad mayor que 2.21 lo encierra 2 veces. 


Por lo tanto, para que el sistema realimentado sea estable con valores negativos 


de K, se necesita que —0.21<K<0 
Al combinar los resultados obtenidos para valores positivos y negativos de K 


se tiene que 
0.21 < K <0.79 (5.78) 


que coincide con (5.53), (5.64), (5.69) y (5.72). 
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Capítulo 6 


Representación en variables de 
estado 


6.1. Introducción 


En los capítulos anteriores se han presentado distintas estrategias para mo- 
delar el comportamiento de sistemas dinámicos continuos y discretos, entre 
ellas: 


= Ecuaciones diferenciales o de diferencia. 
= Funciones de transferencia. 

= Respuestas al impulso. 

= Diagramas de bloque. 

= Diagramas de flujo de señal. 


En este capítulo se estudia una nueva alternativa que emplea un conjunto 
de variables denominadas variables de estado. Puede pensarse que éstas son tan 
sólo variables matemáticas auxiliares, aunque en ocasiones tienen un sentido 
físico. Algunas de las ventajas que se obtienen con esta nueva representación 
son las siguientes: 


= La representación de sistemas de múltiples entradas y múltiples salidas 
es más sencilla. 


= Toda la dinámica del sistema se representa por ecuaciones diferenciales o 
de diferencia de primer orden. 
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1 (4) ————— y1(t) 
ua (t) ————=>, Sistema ya (t) 
Dinámico 
Up(t) ya(t) 


uk) y1(k) 

ua (k) ————>, Sistema ya(k) 
Dinámico 

Up(k) Ya(k) 


FIGURA 6.2: Sistema Discreto de múltiples entradas y múltiples salidas 


= Permite el desarrollo de métodos computacionales más eficientes para la 
simulación de sistemas dinámicos. 


= Brinda una nueva perspectiva sobre la dinámica de los sistemas. 


= Algunas de las técnicas de control moderno (como el control robusto) se 
basan en este tipo de representación. 


Vale la pena aclarar que si bien las ecuaciones que se emplean son de primer 
orden, éstas operan sobre vectores. Refiriéndonos a las figuras 6.1 y 6.2, si se 
trata de un sistema continuo serán: 


(6.1) 
y (2) =8(x(t), u(t), £) 
y si se trata de un sistema discreto serán: 
x(k +1) =f(x(%), u(«), k 
(+1) =£(2(4), (4), 4) 9 


y (k) =8(x(k), u(k), k) 


En las ecuaciones (6.1) y (6.2) u es un vector que contiene cada una de las 
p entradas al sistema, y es un vector que contiene cada una de las q salidas del 
sistema, x es un vector que contiene cada una de las n variables de estado del 
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sistema, es decir: 


ul Y1 Li 
ua Ya L2 
Up pxl Ya qxl Tr nx1l 
Las ecuaciones vectoriales (6.1) y (6.2) son en realidad un conjunto de ecua- 


y 
ciones. Por ejemplo, las ecuaciones (6.1) corresponden a algo de la forma: 


$1 (8) = ft) (11(0), a2(t), ++ ,Enlt), u1 (0), ualt), ++ ,Uplt), t) 
ta(t) = falt) (110), a2(8), ++ ,Enlt), u1 (0), ua lt), +-+ ,Up(t), t) 


2 
2 


Enlt) = fat) (e1(0,22(0),->> ,2n(0), ta (0), u2(8),->> :up(0),1) 


1(2) (11(t), 22(t), > ,Tnlt), ur(t), ua(t), > ,Up(t), t) 
32 , Tplt), ur (€), ua(t), --> , Up(t), t 


Ya(t) A Ja(t) (21 (t), za(t), A ,Lnlt), ul (t), ua(t), QS , Uplt), t) 

En general, estudiaremos sistemas dinámicos lineales invariantes en el tiem- 

po, de múltiples entradas y múltiples salidas. Si el sistema es continuo, como 

el de la figura 6.1 su modelo corresponderá a las ecuaciones Matriciales 
x(t) = Ax(t) + Bult) 


y (t) = Cx(t) + Du(t) (6.4) 


Si el sistema es discreto, como el de la figura 6.2 su modelo corresponderá 


a las ecuaciones matriciales 
x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) (6.5) 
y (k) = Cx(k) + Du(k) : 


En las ecuaciones (6.4) y (6.5) A, B, C y D son matrices de tamaño ade- 


cuado: 
x()nx1 al AnxnxKl(t)nx1 AS Brxpult)px1 (6 6) 
y (taxi — CoxnX(tnx1 E Doxpult)px1 
X(k+Dax1 = Anxnx(nx1 + Brxpulk)px1 (6.7) 


y (k)yx1 = CoxnX(k)nx1 + Daxpulk)pxi 


Para encontrar la solución de las ecuaciones (6.4) y (6.5) y efectuar su 
análisis, pero sobre todo para buscarle un significado a las variables de estado, 
se emplean algunos conceptos de Álgebra Lineal. Con el propósito de recordar 
esos conceptos, se presentan en la sección 6.2 los resultados necesarios más 
importantes. Una presentación formal de éstos se encuentra en el apéndice D, 
de donde se han extraído algunos apartes y ejemplos. 
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6.2. Algunos resultados de álgebra lineal 


6.2.1. Espacios vectoriales 


Sea un conjunto T y F : (9, 9,8) un campo (usualmente F se trata de R o 
C con las operaciones usuales de suma y multiplicación). A los elementos de TP 
se les denomina Vectores, y a los elementos de $ Escalares. T' tiene estructura 
de Espacio Vectorial sobre F si está dotado de una operación binaria + (suma 
vectorial) y una operación - entre elementos de T y 9 (Producto por escalar) 
que cumplen las siguientes propiedades: 

Para la suma vectorial 


V.1 Clausurativa: Vx,yel x+yel 
V.2 Asociativa: Vx,y,2€T” (2+y)+2=u+(y+2) 


V.3 Modulativa: J0€T |VxeT x+0=xu 


V.4 Invertiva: Vel 3I(-2)|12+(-2)=0 
V.5 Conmutativa: Vx, ye! z+y=y+x 
Para el producto por escalar 
V.6 Clausurativa: VWxel,Voaoeb a-:el 
V.7 Asociativa: Vx€T,Va,BED (048 P):2=0:-(B-x) 
V.8 Modulativa: Vx e TI, 1.x=x. 1 es el módulo de Y 


V.9 Anulativa: Vx € I, 0: = 0. Donde 0 es el módulo de O, y O es el 
módulo de + 


Para las dos operaciones 
V.10 Distributiva respecto a +:VWx,y€T,VaE€D a-(1+y)=(0-1)+ 
(a - y) 
V.11 Distributiva respecto a 0: Vx€T,Va,BEeD (a96):1=(a-1)+ 
(8 - x) 


Ejemplo 6.1 Uno de los espacios vectoriales más conocidos, y que servirá para 
futuros ejemplos en este capítulo es el formado por R? sobre el campo R con las 
operaciones usuales. En general, C” sobre el campo C con las operaciones usuales 
forma un espacio vectorial. 


Ejemplo 6.2 El conjunto de todos los polinomios sobre el campo R con las ope- 
raciones usuales entre polinomios forma un espacio vectorial. 


Ejemplo 6.3 El conjunto de todas las funciones continuas a trozos sobre el campo 
C con la operación + definida como la suma punto a punto forma un espacio 
vectorial. 
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Ejemplo 6.4 El conjunto de todas las matrices de tamaño fijo m x n sobre el 
campo C con las operaciones usuales entre matrices forma un espacio vectorial. 


Los siguientes son algunos conceptos asociados a los espacios vectoriales: 


Subespacio: es un espacio vectorial contenido dentro de otro espacio vectorial, 
por ejemplo una recta que cruce por el origen dentro del plano. 


Combinación lineal: es una expresión de la forma 
n 
0171 + 092 +:** + QAn Tn = > QT; 
i=1 


en donde los a son escalares y los x¿ son vectores 


Independencia lineal: un conjunto de vectores es linealmente independiente 
si la única combinación lineal de ellos cuyo resultado es O es la que tiene 
todos los coeficientes a iguales a 0. 


Conjunto generado: es el conjunto de todas las posibles combinaciones li- 
neales de los vectores de un cierto conjunto, al que se denomina conjunto 
generador. 


Dimensión: es el máximo número de vectores linealmente independientes que 
puede haber en un espacio vectorial. 


Base: es cualquier conjunto de vectores linealmente independiente que además 
genera el espacio vectorial. En R? la base estándar está formada por los 
vectores (1,0) y (0,1) 


Coordenadas de un vector: un vector x de un espacio vectorial puede escri- 
birse como una única combinación lineal de su base B = [b1,b2,--+ ,b,p: 


x= 01b; + 09b3>+:::+0Qpb, 


Los coeficientes y, de esa combinación lineal son las coordenadas de x en 
la base B. 


Cambios de base: un mismo vector tendrá diferentes coordenadas en dos ba- 
ses diferentes. Sean A = [a1,a2,-*: ,an) y B = ([b1,b2,:-- ,b, ) dos bases 
del mismo espacio vectorial Y de dimensión n. Definimos las matrices 
A y B como las matrices que tienen en sus columnas cada uno de los 
elementos de las bases A y B respectivamente: 


A = [ar aa ..* an] 
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Un vector x tendrá coordenadas «y en la base A y 6; en la base B. 
Definimos los vectores columna a: y P que contienen las coordenadas: 


ES 
a (1: B=|. 
On Bn 


Las expresiones que permiten encontrar las coordenadas de x en una base 
a partir de sus coordenadas en la otra, son las siguientes: 


Aa=B8 .a=A TB f6=B"Ag (6.8) 


En caso de que A sea la base estándar, la matriz A resulta ser la matriz 
identidad de orden n y (6.8) se convierte en 


a=B5 6b=B"!a (6.9) 


Transformaciones lineales: dado un espacio vectorial V de dimensión n, 
entenderemos por transformación lineal, en el contexto de este capítulo, 
una función V —> V que puede representarse por una matriz cuadrada A 
de dimensión n x n: 
y = Ax 


En otras palabras, una transformación lineal toma un vector x € V y 
produce un vector y € V mediante la operación y = Ax. 


Transformaciones y cambios de base: sea T' una transformación lineal, que 
en la base estándar se representa por la matriz T,. La misma transfor- 
mación se representará en otra base B = [b1,b2,--- ,ba) por 

T¿=B "TB (6.10) 
en donde B = [b, b2 -+- by] 


Ejemplo 6.5 La función T : R? — ¡R? consistente en la rotación de vectores 902 
en sentido horario es una transformación lineal representada por la matriz A: 


[a 


Un vector x de coordenadas (a, b) se convertirá en un vector y, cuyas coordenadas 


se calculan así: 
0 1l|la b 
ya la 
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A 
aj =1 
+= 
l 
A 1023 
l 
O E A 


> base —89 : VECtOr X 


FIGURA 6.3: Cambio de base de un vector 


Ejemplo 6.6 En R? puede definirse una base con cualquier pareja de vectores 
no paralelos. Definamos por ejemplo 4 = ((1,0),(0,1)), B =((3,1),(,2)) y 
C =((1, D)E1,-—1)) (vectores rojos en la figura 6.3). 

Consideremos ahora el vector x en la figura 6.3. Sus coordenadas en la base 


estándar A serán 
E Q1 e 1 
5 Qa = 3 


Para obtener las coordenadas de x en las bases B y C construimos las matrices 
B y C y empleamos (6.9) 


aa e- 77] 
lo 330-E 


-1 
2 
+= [1] <cua- [28 1078 [2 


E 


Puede verificarse que las coordenadas en las bases B y C satisfacen las rela- 
ciones (6.8) 


p=BCyY y-=C"'B8 


Ejemplo 6.7 En el ejemplo 6.5 se mostró que la rotación de 90% en sentido horario 
estaba representada en la base estándar por la matriz 


0 1 
n=[2 o 


La misma transformación se representará en la base B = [(3,1), (2,2)) por la 
matriz 


Ta=B""T,B 
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Tr, 112 -14[[0 1113 2 _[ 2 2 
RETA BAN [1001 A E 3 
Supóngase ahora el vector x, cuyas coordenadas en la base estándar son q, = 
(1,3) y en la base B son B, = (—1, 2) (ejemplo 6.6). Al efectuar la rotación de 902 


en sentido horario se obtendrá un vector y, cuyas coordenadas en la base estándar 
serán Qy y en la base B serán By: 


6.2.2. Valores y vectores propios 


Sea A una transformación lineal ¡R” — RR”. Un escalar A es un valor propio 
o valor característico de A si existe un vector no nulo v tal que Av = Av. 
Cualquier vector no nulo v que satisfaga 


Av = Av (6.11) 


es un vector propio asociado con el valor propio A!. 

La relación (6.11) implica que para un vector propio v el efecto de aplicarle 
la transformación lineal A es igual que amplificarlo por el escalar A. Esto implica 
que un vector y el vector transformado son colineales o paralelos y por lo tanto 
linealmente dependientes. 

Para calcular los valores propios de una matriz A puede reescribirse la 
ecuación (6.11) como 

Av—Av=0 


(A-ADv=0 


En donde l es la matriz identidad de igual orden que A, es decir nx n. Para 
que exista una vector v 4 0 tal que (A — AD)v = 0 debe cumplirse que 


det(AL— A) =0 (6.12) 


El lado izquierdo de la ecuación (6.12) corresponde a un polinomio de orden 
n en la variable A conocido como el polinomio característico de A y denotado 
por A(A). 

Dicho de otra forma, los valores propios de A son las raíces de su po- 
linomio característico A(A). Por tanto, la matriz A tiene n valores propios 
A1,A2,-** , An; estos valores podrán ser reales o complejos y podrán ser dife- 
rentes o repetidos. 


lLa definición (6.11) se refiere estrictamente a valores y vectores propios por derecha, para, 
distinguirlos de los valores y vectores propios por izquierda, que deben satisfacer vtA = Avt, 
En este texto sólo se consideran los primeros, y por tanto se hace referencia a ellos simplemente 
como valores y vectores propios. 
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Ejemplo 6.8 Obtener los valores y vectores propios de la matriz 
4 1 
al» 7 


Construimos la matriz B = (AI — A) y hallamos su determinante: 


B=(X-A)=A|) [5 lcd al 


A(A) = det(B) =(A-4JU-1)+2=A%-51+6=(A-— 2)(4— 3) 
Los valores propios de A serán las raíces de A(A) 
A1=2 %A2=3 


Los vectores propios asociados a A1 = 2 deben cumplir (6.11): 


Avi = A1Vi1 


4 Alla] 9 Ya 4v11 +21 | _ [2011 
2 1| |va1 v21 —2v11 + U21 2v21 
Se crea entonces un sistema de ecuaciones con infinitas soluciones: 


Av11 +09  =2011 
2011 +V21 =2v91 


Para obtener un vector propio asociado a A; = 2 podemos escoger arbitraria- 
mente un valor para v¡¡ o para va. Por ejemplo, si escogemos v¡1 = 1 obtenemos 
va1 = —2. En consecuencia, un vector propio asociado a A¡ = 2 será 


v¡ = > en general w¡=| “ 
a 8 talioa 
Los vectores propios asociados a Az = 3 también deben cumplir (6.11): 
Ava = A1Va 
4 1] [2] _3|%2 4uja + 022 | _ [3012 
-2 1| [v22 V22 —2012 + U2z2 3022 
Se crea entonces un segundo sistema de ecuaciones con infinitas soluciones: 


Avia + UV  =3U12 
—2v12 + V22 = 342 


Para obtener un vector propio asociado a 42 = 3 podemos escoger arbitraria- 
mente un valor para v¡2 o para va2. Por ejemplo, si escogemos v¡2 = 1 obtenemos 
vaz = —1. En consecuencia, un vector propio asociado a A2 = 3 será 


1 a 
ed ME en general. va= 2 
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Ejemplo 6.9 Obtener los valores y vectores propios de la matriz 
2 1 
la 


Construimos la matriz B = (AI — A) y hallamos su determinante: 


soma 9 J-[P5? aa] 
A) = det(B) =(1= 2)? +1=A% 44 +5 


Los valores propios de A serán las raíces de A(A) 


A12=23j 


Al aplicar (6.11) para A1 y A2 se obtienen dos sistemas de ecuaciones con 
infinitas soluciones 


20 +9 =(2+j)01 2012 + 0292 =(2— j)u 
011 +20 =(2+j)u21 —u12 + 20229 =(2— j)uo 


Seleccionando arbitrariamente v¡1 = 1 y v12 = 1 se obtiene 


is B A 2, 


o en general 


6.2.3. Forma canónica de Jordan 


Matrices con valores propios diferentes 


Sean A1,A2,:** , An los mn valores propios de una matriz A de orden n x n, 
todos diferentes, y sea v¿ un vector propio asociado a A¿ con ¿ = 1,2,---,n. 
El conjunto V = [v1,va,*-* , vn | es linealmente independiente, y por lo tanto 


sirve como una base para el espacio vectorial. 
Si se efectúa un cambio de base a la nueva base V, la matriz A se transforma 
en la matriz A de acuerdo con (6.10): 


A=M"AM (6.13) 


La matriz A es la matriz diagonalizada, o la forma canónica de Jordan de 
A, y se define así: 


AM 0 0 

0d 0 
A = j 

0-0 An 
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La matriz M se denomina la matriz modal, y se define así: 
M = [va Va .0* Vr] 


Esta afirmación puede demostrarse fácilmente al comprobar que MA = 
AM: 


Ad 0 0 
E A Y 
MA = [va Va cc: V] j o |= Div: A2Va “** An Vn] 
00 Ma 
AM=A [va Va: Vr] = [Av Ava :** Av] 


Como Av; = A,¿v;, entonces las ecuaciones anteriores se reducen a MA = 
AM o lo que es igual 
A=M" AM 
Ejemplo 6.10 La transformación lineal representada por la matriz 


la 


cuyos valores propios son (Ejemplo 6.8) A¡ = 2, A2 = 3 con vectores propios vi, 


E UE 


Tiene una representación en la base [vi va) dada por la matriz diagonal 


oca E JB 


Ejemplo 6.11 La transformación lineal representada por la matriz 
2 1 
la 


cuyos valores propios son (Ejemplo 6.9) A1 9 =2 + ¿ con vectores propios vi, Va: 


pe B Pa 2, 


Tiene una representación en la base [vy va) dada por la matriz diagonal 


A=M" AM 
A AO 
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Matrices con valores propios repetidos 


Al intentar efectuar la diagonalización de una matriz A que tenga valores 
propios repetidos puede encontrarse un tropiezo debido a que los vectores pro- 
pios no necesariamente son linealmente independientes; de hecho, lo usual es 
que no lo sean aunque existen casos en que lo son. 

Al no contar con un número suficiente de vectores propios linealmente in- 
dependientes no es posible construir una base que diagonalice la matriz. No 
será posible obtener M7! y no se podrá calcular A = M7+AM. Pese a ello, 
siempre se podrá obtener una diagonalización por bloques. 

Dada una transformación lineal A de orden n x n, de valores propios A, Aa, 

«+, An, se define la degeneracidad del valor propio A;, denotada por d;, como 
el número de vectores propios linealmente independientes asociados a un valor 
propio A;, y se calcula así: 


en donde p(X) es el rango de la matriz X, que equivale al número de columnas 
(o filas) linealmente independientes de X 


Ejemplo 6.12 Obtener los valores y vectores propios de la matriz A y diagonali- 


zarla 
1 2 
a=[2, > 


Construimos la matriz B = (AI — A) y hallamos su determinante: 


B=(-A)=A|, 1 a al 


A(A) = det(B) =(A- 1)QU-5)+4=%-61+9=(A- 3)* 
Los valores propios de A serán las raíces de A(A) 
M=24=A=3 
La degeneracidad de A = 3 se obtiene así: 


dí =2- p(3I— A) 


al) a 


Lo anterior significa que aunque A tiene multiplicidad 2, sólo es posible encontrar 
un vector linealmente independiente. Este se obtiene empleando (6.11), y resulta 


ser 
en eneral 
v1i = g v] = 


No es posible construir una base para el espacio de dimensión 2 con un sólo 
vector, por lo tanto no es posible diagonalizar A 
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Ejemplo 6.13 Obtener los valores y vectores propios de la matriz A y diagonali- 
zarla 


3 0. =1 
A=|1 2 -1 
=L- 07 58 
Construimos (AI — A): 
(A— 3) 0 1 
A-A=| -1  (A-2) 1 
1 0 (A— 3) 


Su polinomio característico resulta ser 


A) = (A =3A—2)- (1-2) = A? - 82 + 204 — 16 


Las raíces del polinomio son A; = A2 = 2, Az = 4. Para determinar la degeneraci- 
dad de A¡ calculamos A¡1— A 


pes 0 1 07 
M-A=| -1 (2-2 1 |=|-1 0 1 
1 0 083 do 05,1 


Lo anterior significa que existen dos vectores propios linealmente independientes 
asociados a A; = A2 = 2. Estos dos vectores junto con el vector propio asociado a 
Az = 4 pueden formar una base y por tanto es posible diagonalizar A. Para obtener 
los tres vectores propios empleamos (6.11): 


3 01M To a 3.0 =150 lá d 
Pp 2 << 612 Lo tl el <a le 
dle c =i0 3 f 


Se originan los sistemas de ecuaciones 


3a—c=2a 3d— f =4a 
a+2b=c=2b d+2e— f =4e 
=a +30 = 2c =d+3f =4f 


Que se convierten en 
a=cC d=e=-f 


Podemos construir dos vectores linealmente independientes v;, va que satisfacen 


a = cy un tercero v3 que satisface d = e = —f, por ejemplo 
1 1 1 
vi = 0 Va = 1 V3g= 1 
al 1 -1 
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En la base [vy va v3) la transformación A se representa por A: 


1 -1 0 3.00 -N fi 1 1 
A=M""AM=|-1/2 1 1/2 L 2 =8| [0 1 41 
1/2 0 -1/2||-1 0 3| [1 1 -1 

2.0.0 A 0.0 

A=M"AM=|0 2 0|=|0 >» 0 

0.04 0 0 A 


Cuando no se puede encontrar un conjunto de vectores propios linealmen- 
te independiente lo suficientemente grande para diagonalizar la matriz, debe 
acudirse al concepto de vectores propios generalizados para lograr una diago- 
nalización por bloques. 

El concepto de vector propio generalizado y la forma de calcularlos se salen 
del ámbito de este texto, aunque una presentación detallada puede encontrarse 
en el apéndice D. No obstante, es posible determinar en forma sencilla cuál es 
la forma de la matriz diagonalizada por bloques, o forma canónica de Jordan 
de una matriz, según se explica a continuación. 

En general, se representa la forma canónica de Jordan de la matriz A por 
J, y es de la forma 


Ji 0 0 

0 J 0 
J= Ñ 

0 0 e. Ja 


en donde cada término J; es una submatriz cuadrada (un bloque de Jordan) de 
la forma 


A de 0 
05 Ags 1 0 
Ji=|: 0 
0 050 2 
0.0.0 << )d 


Cada bloque de Jordan está asociado a un valor propio de la matriz A. Para 
conocer la forma exacta de la matriz J es necesario responder estas preguntas: 


= ¿Cuántos bloques tiene asociados cada valor propio no repetido de la 
matriz A? 


= ¿De qué tamaño es cada uno de los bloques de Jordan asociados a cada 
valor propio no repetido de la matriz A? 


El siguiente algoritmo permite obtener las respuestas. Se plantea para un 
valor propio A, y deberá aplicarse para cada valor propio diferente: 


1. Se define la matriz B = A — AL. 
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FIGURA 6.4: Diagrama de Matthew vacío simple 


2. Se calcula p(B9), p(B?), p(B?),--- ,p(B)” hasta que no haya cambio al 
incrementar el exponente. 


3. Se calculan las nulidades vo, 11, V2,-** ,1y, en donde 1», =n — p(B?). 

4. Se calcula D, = 1¡— 1-1, parai=1,2,---,r. 

5. Se construye el diagrama de Matthew con la forma que se presenta en la 
figura 6.4: el número de celdas de cada fila del diagrama de Matthew está 
determinado por by. 


6. Utilizar las siguientes convenciones: 


a) Identificar el número de columnas del diagrama como q. 


b) Identificar las columnas del diagrama como c,,c2,:-* , Cy de izquier- 
da a derecha. 


c) Identificar el tamaño de cada columna como hy,ho,-+- ,hq. 


7. En esas condiciones el número de bloques de Jordan asociados al valor 
propio A es q, y el tamaño de cada uno de esos bloques es h1,h2,*** ,hg. 


En general, la forma canónica de Jordan será entonces: 


Ji; 0 -... 0 
O Ji 0 
: : 0 
0 0 Tia 
J = 
Suar 2D 0 
E 0 
0 : 
0 0 Jma, 
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O 0 
O Ap 1 0 
0.0. 0 1 
0.0. 0 A 


ooo. 


0.0 0.0 1 1 
Para calcular los valores propios de A hacemos 


det (A — AD) = [(3- YA -— A) + 1U -— Y*%41 - 2-1] =(A-2%A=0 


Es decir, A tiene un valor propio 2 de multiplicidad 5 y un valor propio O de 
multiplicidad 1. Nos proponemos encontrar el diagrama de Matthew de los vectores 
propios asociados a A¡ = 2. 

Para ello definimos B = (A — 21) y calculamos B0, B*, B?, B?, .-., sus rangos 
y nulidades 

B"=1 p(A-2D”=6  1=6-6=0 


A A A O 0 
pS E A 
o Or iO: c0. Y pA-2D)=4 
0.0. 0. 0 -1 -1 1 =6-4=2 
0 0-09 0 1 
00200 0 O A 
o A 
E O 
B2_[00.0.0 00 p(A— 21)? =2 
0000 0.0 v=6-2=4 
00 od 22 
00 0 0 22 
NAT O 
0000.00 
gs_ [0.0.0.0 00 p(A — 21)3 = 
0000 0.0 y=6-1=5 
00.00 -4 4 
00.07 10: 0d dl 


2 Adaptado de [5, pp.: 43] 
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Al calcular B* encontramos v4 = 13 y por tanto no es necesario continuar. Con 
la información anterior podemos calcular 0: 


D3 = Vaz = 5B=-4= 1 
Da = V-UV1 = 4=2=. 2 
Dr = VD = 2-0= 2 


Con esta información podemos construir el diagrama de Matthew 


De donde se deduce que q = 2, h¡ = 3 y ha = 2; en otras palabras, el valor 
propio 2 tendrá 2 bloques de Jordan, uno de tamaño 3 x 3 y otro de tamaño 2 x 2. 
Adicionalmente, el valor propio O tendrá un único bloque de Jordan de tamaño 1x 1, 
por ser un valor propio de multiplicidad 1. En consecuencia la forma canónica de 
Jordan de la matriz A será 


[2 1.0: 00 lea 
021: 0.0 0 021000 
no a 000210 
0.0.0 0.20 0.0.0.0.20 

E LA 0000.00 
000 0.0 30 


Matrices con valores propios complejos 


Dado que los valores propios de una matriz pueden ser complejos, en general 
las matrices de Jordan y Modal, J y M, serán complejas. 

No obstante, cuando existen valores propios complejos es posible efectuar 
otro cambio de coordenadas diferente que produce también una matriz diagonal 
por bloques, pero real, conocida como la forma canónica real de Jordan. 

La nueva matriz modal Mp reemplaza cada pareja de vectores propios 
complejos conjugados de M por dos vectores reales, uno con la parte real y 
otro con la parte imaginaria de los vectores reemplazados. 

Para un valor propio complejo A = a + jb que no se repite, el bloque de 
Jordan asociado tendrá la forma 


a b 
n=[ q 
Ejemplo 6.15 Sea la matriz A 
0.05 0 
A=|0 0 -2 
1.1 -2 
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Los valores propios de A son 


A =-1 A2,3 = -0.53+ 0.866 


La forma canónica de Jordan de A y la matriz modal que la produce son: 


-1 0 0 
J=|0  —0.5+ 30.866 0 
0 0 =0.5 — 30.866 


—0.408 (—0.015— j0.408) (—0.015 + 30.408) 
M= | 0.816  (0.721+j0.382) (0.721 -— 30.382) 
0.408 (0.346 —¿0.217) (0.346 + 0.217) 


Para obtener la forma canónica real de Jordan de A construimos la matriz 
real Mp reemplazando las columnas complejas por columnas con la parte real e 
imaginaria de éstas, y verificamos. 


0.408 —0.015 —0.408 
Mz=|0.816 0.721 0.382 
0.408 0.346  —0.217 


<] 0 0 
JrR=M¿'AMa=|0  -0.5 0.866 
O  —0.866 —0.5 


6.2.4. Funciones de matrices cuadradas 


Sea f(0) una función que opera sobre un escalar, y sea A una matriz cua- 
drada n x n. En esta sección se aborda el problema de cómo calcular f(A), es 
decir, cómo extender f(0) de los escalares a las matrices. 

Si f(0) es un polinomio, la extensión a las matrices se fundamenta en la 
definición 

AF=AA--A  A%=I (6.14) 
a 


k veces 
Si la matriz A tiene una representación canónica de Jordan J obtenida con 
la matriz modal M, es decir, si A = MJM”! entonces 


A* = (MIM 5 (MIM))...(MJM"!) =M(J---J)M! 
a) O 
k veces k veces 
A* = MJFM*! (6.15) 


Como J es una matriz diagonal por bloques, el cálculo de J* puede efec- 
tuarse como sigue: 


Jj 0-0 JP) 0 --- 0 
0 JJ -- 0 0 JE --- 0 
A =l. o. 
0 0 --- J, 0 0 ... JE 
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Empleando la definición (6.14), un polinomio genérico 
flo) =a9+0a10+a20 +»: +ano” 
puede calcularse en A como 
FA) =apT+a¡A+a9A? ++ +an A” 


o en función de las matrices M y J: 


F(A) =ayMIM? 4 a¿MJIM 4 a2MIÍM ! +--- + a,¿MJ"M 


FA) =Mf(I)M” (6.16) 
Ejemplo 6.16 Calcular A* cuando A es una matriz diagonal: 
Mm 0-0 A 0 0 
a 0 Aa --- 0 ls 0 AE ps 0 
0 0 --* An O: 00 ess SAR 


Ejemplo 6.17 Calcular A* cuando A es una matriz con la forma de los bloques 
reales de Jordan para el caso en que los valores propios son imaginarios puros 


aL, y 


calculamos los primeros términos A!, A?, A*, A*, A? y Af: 


To o A NO To 03 
a=| ] a=[, —p? dl 


0 

peo0 o 1 e 0 
4_ 5_ 6_ 
alo 0 =[0 


Observando la secuencia se puede inferir que 


m3 
' A Ñ A si k es par 


(-D* 
Ar E 
0 Cir 
[satis 0 | si k es impar 


También es posible extender una función f(0) que no sea un polinomio de 
los escalares a las matrices empleando la representación de f(0) en series de 
Taylor expandidas alrededor de O (series de MacLaurin): 


(6.17) 


a 
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Empleando (6.17) se puede expresar f(o) como un polinomio de d. Si A es 
una matriz cuadrada, puede calcularse f(A) empleando ese polinomio. 
Las siguientes son las expansiones de algunas funciones comunes: 


2/2 34 4yk 
e ot e t E t 1 t 
e AA (6.18) 
a? ou yop a315 
cosoat= 1-— ON + CUBO + 8 +... (6.19) 
, ot 313 ap at 
O e EE (820) 


Ejemplo 6.18 Sea A una matriz diagonal como la del ejemplo 6.16. Para calcular 
ef! podemos emplear (6.18) 


a p,Al A ABE. ARE 
TIE IÓ E 


que de acuerdo con los resultados del ejemplo 6.16 se calculará así: 


Lido ri 0 Mm 0-0 AZ O ==... 0 
A 0 1 --- 0 ¿|0 Aa --- 0 20 AZ e. 0 
A A A ir E o ES 
O E | 0 0 ss A 0 07 ña AS 
EdU 0 o] 
¿A 0 gaít) 0 
0 0 ++» gnít) 
A UN 
e TAN A TC 


Cada uno de los términos de la diagonal, g;(t), corresponde a la expansión en 
series de Taylor de una exponencial como las de (6.18), por lo tanto e%* será: 


et pp ... 0 
0 ¿eE se 0 
¿At 
0 A 


Ejemplo 6.19 Sea A una matriz con la forma de los bloques reales de Jordan para 
el caso en que los valores propios son imaginarios puros, como la del ejemplo 6.17. 
Para calcular e%* podemos emplear (6.18) 

AE. ACE ARE AMP 


At 
E TA TI E 
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que de acuerdo con los resultados del ejemplo 6.17 se calculará así: 
1.0 +[o 5 fe 0]. éJfo —o] [ot 0 
At p< — — — — xa 
d =Í e ES 50 e Fale o JPalo st? 
1 cp (SEO RS) 
3,3 575 E 27,2 47,4 
n+ $ E Es) (dy +5 A) 
Cada uno de los términos de la matriz corresponde a la expansión de Taylor de una 
sinusoide como las de (6.19) y (6.20), por lo tanto e4* puede calcularse como 


¿At | cos(bt) Ol 
— [—sin(bt) cos(bt) 


Ejemplo 6.20 Sea A una matriz con la forma de los bloques reales de Jordan 
a b 
A =, 
Para calcular e%* escribimos A como la suma de dos matrices: 


a=[% i]=m+0=[5 +[% ¿] 


At 


De tal manera que e%* = eB*¿C?. Empleando los resultados de los ejemplos 6.18 


y 6.19 se tiene que 


2. [0 0] [oo an] 


A al 


6.3. Variables de estado 


De acuerdo con la presentación de la sección 6.1, se estudiarán en este 
capítulo sistemas dinámicos de múltiples entradas y múltiples salidas como los 
de las figuras 6.1 y 6.2. 

El modelo matemático de estos sistemas serán las ecuaciones (6.21) y (6.22) 
para los casos continuos y discretos, respectivamente; en ambos casos la primera 
ecuación, que contiene la dinámica del sistema, se denomina ecuación de estado 
y la segunda ecuación de salida. 


Ax(t) + Bu(t) 


Cx(t) + Du(t) nen 


OS 
<S » 
a 

ml 
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FIGURA 6.5: Diagrama de bloques de un sistema continuo en representación de 
espacio de Estado 


(6.22) 


x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) 
y(k) = Cx(k) + Du(k) 


En las ecuaciones (6.21) y (6.22) A, B, C y D son matrices reales cuyas 
dimensiones están especificadas en (6.6), mientras que u, y, x son los vecto- 
res definidos en (6.3), que contienen las variables de entrada, salida y estado 
respectivamente. 

Nótese que la dinámica del sistema está representada en la ecuación de 
estado, pues es allí en donde aparecen las derivadas o las diferencias, mientras 
que la ecuación de salida es algebráica. 

Las figuras 6.5 y 6.6 muestran dos diagramas de bloques que representan las 
ecuaciones 6.21 y 6.22 respectivamente. Para interpretar adecuadamente estos 
diagramas es necesario tener en cuenta que: 


1. Las flechas representan vectores de señales y los bloques A, B, C y D 
matrices. 


2. El bloque 1/s en la figura 6.5 corresponde a la función de transferencia 
de un integrador y(t) = ds x(t)dt que opera sobre cada una de las señales 


de entrada de forma independiente. 


3. El bloque 1/z en la figura 6.6 corresponde a la función de transferencia 
de un bloque de retardo y(k) = x(k— 1) que opera sobre cada una de las 
señales de entrada de forma independiente. 


4. Como en todo diagrama de bloques con funciones de transferencia, se han 
supuesto condiciones iniciales nulas. 
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FIGURA 6.6: Diagrama de bloques de un sistema discreto en representación de 
espacio de Estado 


6.3.1. El concepto de estado 


¿Qué son las variables de estado? una posible aproximación es pensar en 
ellas como variables matemáticas auxiliares que permiten representar el com- 
portamiento de sistemas mediante ecuaciones como (6.1) y (6.2), que en el caso 
de sistemas lineales invariantes en el tiempo se convierten en (6.21) y (6.22). 

No obstante, existe otra posible interpretación: los sistemas dinámicos se 
rigen por ecuaciones diferenciales y de diferencia; este tipo de ecuaciones tie- 
nen una única solución tan solo si se establece un conjunto de condiciones, 
denominadas condiciones auxiliares; usualmente éstas se determinan en el ins- 
tante de tiempo considerado como inicial, y por tanto se denominan condiciones 
iniciales. 

De lo anterior se desprende que para conocer el comportamiento de un 
sistema dinámico se necesita cierta información adicional a la sola ecuación 
diferencial. Este hecho justifica la siguiente definición: 


Definición 6.1 Estado 

El Estado de un sistema en el tiempo to (o en ko si es discreto) es la cantidad de 
información necesaria en ese instante de tiempo para determinar de forma única, 
junto con las entradas u, el comportamiento del sistema para todo t > to (o para 
todo k > ko si es discreto) 


De acuerdo con la definición 6.1, las variables de estado serán variables que 
muestran cómo evoluciona el estado del sistema, es decir, serán variables que 
contienen la información necesaria para predecir la evolución del comporta- 
miento del sistema en forma única. 

También suelen definirse las variables de estado como cualquier conjunto 
de variables que describa el comportamiento del sistema, siempre y cuando ese 
conjunto sea del menor tamaño posible. 
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FIGURA 6.7: Circuito RLC serie 


Cualquiera que sea la interpretación que se adopte, debe tenerse presente 
que: 


= Las variables de estado pueden tener o no sentido físico. 
= Las variables de estado pueden o no ser medibles. 


= Para un mismo sistema dinámico las variables de estado no son únicas; de 
hecho, se pueden definir infinitos conjuntos de variables que sirvan como 
variables de estado. 


Ejemplo 6.21 Para conocer el comportamiento de un circuito RLC serie como el 
de la figura 6.7 es necesario establecer los valores de ¿(0*) y vc(0*), por esta 
razón, las variables ¿1 (t) y vc(t) sirven como variables de estado. 

La aplicación de las leyes de Kirchhoff en el circuito da como resultado 


diL(t 
RiL(t) + L gl ) + vo(t) = v(t) 
duc (t) 
t) = CA 
a 
Estas ecuaciones pueden organizarse de la siguiente forma 
diL(t) R. 1 1 
=-— —41(t) — 2=v0(t) + ult 
=2 = Finkt) — quo (0) + (0) 
dvuc(t) _1. 
==iL(t 
a Ta 


O en forma matricial: 


bel 


Ese 4928] «Pé 


Supóngase que en el circuito se quiere estudiar el comportamiento de las varia- 
bles vp(t) e ¿L(t), es decir, que seleccionamos estas variables como las salidas del 
sistema. Dado que vp(t) = RiL(t), podremos escribir la ecuación 


lA ol st] 
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En resumen, una representación en variable de estado del circuito estaría dada 
por las ecuaciones 


lmaoyal = [ye 97 boi] + COJE 


EA E 


T 
rm 
oo 
¡an | 
e 
AS 
SR 
ES 


en donde 


elit 0] ml] [19 mo 


Ejemplo 6.22 Supóngase un motor eléctrico de corriente continua controlado por 
campo, como el que se muestra en la figura 6.8, con corriente de armadura cons- 
tante, que mueva una carga de momento de inercia J, con coeficiente de fricción 
viscosa B a una velocidad angular w(t). 


FIGURA 6.8: Motor DC controlado por campo 


La ecuación del circuito eléctrico de campo es 


Rfif(t) + 1 H10 =0s(t) (6.23) 


Al considerar que la corriente de armadura es constante, se tiene que el par 
motor T'(t) generado es directamente proporcional a la corriente de campo con 
una cierta constante de proporcionalidad K'y, es decir 


T(t) = Kris(t) (6.24) 
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La aplicación de las leyes de Newton al sistema dan la ecuación 


T(t) — Bu(t) = ¡20 (6.25) 


Las ecuaciones (6.23), (6.24) y (6.25) pueden escribirse como 


dis(t) __Rs, E 
ETS (6.26) 
dw(t) E Kr . B 


A is tt) A Jet) 


que en forma matricial se convierten en 


oa > 100) e 


Si seleccionamos como variable de salida la velocidad angular, obtenemos una 
representación en variable de estado del sistema: 


soya A ui 0 16] A ll [ost] 


dw(t) /dt Kr/ JP B/J||(w(t) 0 
| (6.28) 
=P]. + Pb 


No obstante, ésta no es la única representación posible; podemos, por ejemplo, 
seleccionar como variables de estado T(t) y w(t), en cuyo caso la representación 
en variable de estado será 


faja) = Es aja lao) + [Po JrO 


deo(t)/dt 1/3 B/J|lw(t) 0 
(6.29) 


T(t) 
e =P. + 0) 
Ejemplo 6.23 A continuación se presenta un modelo lineal simple del crecimiento 


demográfico de una sociedad. Se ha distribuido el total de la población por franjas 
de edad: 


x1(k): Población con edades entre 0 y 10 años 
xa(k): Población con edades entre 10 y 20 años 
Ln (k) : Población con edades entre (n — 1) x 10 y n x 10 años 
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Si denotamos por y(k) la población total de la sociedad en el periodo k se 
tendrá: 


y(k) =x1(k) +x2(k) +---+2n(k) = Y vir) 


Si tomamos cada periodo como un intervalo de 10 años, en el periodo k + 1 
las personas que en el periodo k están en la franja 2, estarán en la franja k+1 en 
el periodo ¿ + 1, salvo aquellos que mueran, es decir 


ak +1) = 2:-1(k) — yi-1%-1(k) 1=1,2,3,:'- ,n—1 


en donde y; es la rata de mortalidad para la franja de edades número 2. 


Para encontrar 11 (k+1), es decir el número de personas que nacen en el periodo 
k, podemos suponer que cada franja de edades tiene una rata de reproductividad 
diferente v;, es decir 


a(k+1) =0121(%) + vou (k) ++ 0ntn(k) = yy va (k) 


De esta manera podemos escribir las ecuaciones matriciales 


o : v1 va v3 UVn—-1 Un li 
oa DA a e. Y o 
ia Aa) 
sl) y da 0 O OS 

x1(k) 

a 

PO! 8 A 

ad 

Ln (k) 


Además, podríamos considerar los fenómenos de migración como entradas al 
sistema. Definamos u;(k) como la diferencia entre el número de inmigrantes y 
emigrantes de la franja ¿ en el periodo k; con esta definición el modelo se convierte 
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en 
v1 va Un 0 0 0 

x1(k ) 0 x1(k) u1(k) 
cea) o e salt) e > ue) 
ba : : A 205) ed e a) 

Ea 

a 

Zn(k) 


6.3.2. Representación de estado a partir de E.D. 


Existe un procedimiento sencillo para obtener una representación en varia- 
bles de estado de sistemas de una entrada y una salida de los cuales se conoce 
la ecuación diferencial o de diferencia que lo rige. 

Supóngase un sistema dinámico continuo descrito por la ecuación diferencial 


d”"y(t) d”*y(t) dy(t) 
A AG 


+ apyl(t) = ult) (6.30) 

El comportamiento del sistema queda unívocamente determinado si se cono- 
cen las condidiones iniciales y(0), y(0), -**, y"=1(0), por lo tanto podemos 
seleccionar las siguientes variables de estado: 


rt) =  y(t) 
ta(t) = E =  íi(t) 
3 t) = + = 2a(t) 
E (6.31) 
n—2 
Lp -—1(8) = cord = Ln—2[t) 
sl == tala 
De tal manera que (6.30) puede escribirse como 
anin[t) + an-12n(t) +>* ++ azza(t) + agur (t) = ult) 
a An— 
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Las ecuaciones (6.31) y (6.32) se escriben en forma matricial así: 


ii (t) 0 1 0 0 21 (t) 0 
ia(t) 0 0 1 0 za(t) 0 
z Xx 0 
30 A ñ 0 Ñ j a) 4 fut?) 
in—1(t) 0 0 0 1 Ln-1(t) 0 
din (t) A ds El y Ll znít) . 
21(t) 
a 
zx3lt 
[y())=[1 0.0 o 0] Ñ + [0] [u(t)] 
Ln-1(t) 
Ln (t) 


De forma análoga puede obtenerse una representación en variables de estado 
de sistemas discretos de una entrada y una salida a partir de su ecuación de 
diferencias. 


Supóngase un sistema dinámico discreto, descrito por la ecuación de dife- 
rencias: 


any(k+n) + 4pn-1y(k+n—1) +-**+ay(k+1) + aoy(k) = u(k) (6.33) 


Podemos seleccionar las variables de estado: 


ri(k) = y(k) 
xzal(k) =  y(k+1) =  xi(k+1) 
es(k) = y(e+2) = alk+D) 
(6.34) 
ED a 
Inlk) = y(k+n—1) = tp-1(k+1) 
de tal manera que la ecuación (6.33) se convierte en: 
tn(k +1) = 1 (k) a 2 (k) a (4) + —(k) (6.35) 
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Las ecuaciones (6.34) y (6.35) se escriben en forma matricial así: 
xa1(k +1) 0 1 0 +... 0 x1(k) 0 
Caen? Po 1 0. 9 Tra] po 
xs(k + 0 0 0 0 x3(k 0 

del 1) e slk) Ea [uk] 

El O A E 

tnlk +1) e a Ma e 
x1(k) 
xa(k) 
x3(k) 

lvi(k)]= [1 :0: 0 o 0] ' + [0] [u(k)] 

Ln-—1(k) 


6.4. Sistemas continuos libres 


Como un primer paso para el análisis de la ecuación (6.21), en esta sección 
se estudia la ecuación de estado con el sistema libre (sin entradas), es decir 
estudiamos la ecuación 

x(t) = Ax(t) (6.36) 


La ecuación matricial (6.36) recuerda la ecuación escalar 


7 ax(t) 
cuya solución es 
x(t) = ez(0) (6.37) 
debido a que 
de” at ab 
06 evzx(0) = x(0) (6.38) 


Resulta entonces natural preguntarse si al reemplazar el escalar a por la 
matriz A, y la variable x por el vector de variables x se mantienen las relaciones 
(6.38) y así encontrar una solución de (6.36) similar a (6.37). 

Es posible demostrar que 


=Ac%  e*%x(0) =x(0) (6.39) 


Para ello, empleamos la expansión en series de Taylor (6.18) 


a_q,2 A? AB At 
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de donde se observa que e4% = I, y por lo tanto x(0)e%% = x(0). Además, 
podemos calcular la derivada de e4*: 


deAt El At A? Ap Atf! ) 


AN a a 
de _p m Alt AR AY A?r 
AA 
de, q, At ES ES 1 ACES 
en E A 

deAt 

= Aet* 
de Ñ 


De esta forma hemos demostrado (6.39), y por lo tanto también hemos 
demostrado que la solución de (6.36) es 


x(t) = e*tx(0) (6.40) 


En (6.40) x(0) es el vector que contiene las condiciones iniciales de x(t). 
Por otra parte, es posible calcular e%* por diversos métodos, de los cuales 
destacamos los siguientes?: 


Series de Taylor: podemos emplear la expansión en series de Taylor (6.18) 
directamente: 


Ao LACU. EASI AS 
At ha — — —_—_— ... 

TS 21 + 31 + 2 + (6.41) 
Este método no es práctico, debido a la dificultad de calcular A*; sin 
embargo, en algunos casos especiales este cálculo es sencillo, como se 
muestra en los ejemplos 6.18, 6.19 y 6.20 


e 


Forma canónica de Jordan: si se ha obtenido la forma canónica de Jordan 
de la matriz A, entonces se tienen dos matrices J y M tales que 


J=MIAM  A=MJM”? 
y por lo tanto e%* puede calcularse así: 


MIM by  (MIMb22  (MIM y 
cat mMimt +A JE JE ) ES 


1! 2 31 
MIM + MI2M?%2 MJ3m 7? 
AN A 
1! 2 31 
Je J22  J3 
At = o +1 
e =M (1+ + Pa Ju 


3Los ejemplos 6.18, 6.19 y 6.20 ponen de manifiesto que si A = fa¿,) entonces e4t 4 
:JEemp. y 3 


fecijty, 
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e2t = Mer mM" (6.42) 


La ventaja de emplear (6.42) radica en que J es una matriz diagonal por 
bloques, y por lo tanto e*? es más fácil de calcular, especialmente si J es 
completamente diagonal. 


Transformada de Laplace: podemos obtener la solución de (6.36) emplean- 
do la transformada de Laplace, y así deducir el valor de e4*. 


Lx) = L (Ax) 


x(t) = L7+f(sI— A)7*] x(0) =e2*x(0) 
e = (1 ((sI- A) (6.43) 


Jordan y Laplace: Pueden combinarse (6.42) y (6.43) para obtener 
et = ML? ((sI-J)*]M"" (6.44) 


Ejemplo 6.24 Obtener la solución de la ecuación 


21 (t) 2 0 0 21 (t) 
sujeta a las condiciones iniciales x,(0) = 2, x2(0) = 1, x3(0) =-—1 


La ecuación es de la forma x = Ax, por lo tanto la solución será x(t) = 
e*tx(0). El cálculo de e%t es muy simple, debido a que A es una matriz diagonal 
(Ejemplo 6.18): 


et 0 0 
pat 0 et 0 
0 O ent 


Este resultado también se habría podido obtener mediante la transformada de 
Laplace: 


$-2 0 0 e O 
tas la ed: 0 E a 
0 Nas A 


170 


“libro” — 2006/1/25 — 15:02 — page 171 — ¿4195 j 


6.4. SISTEMAS CONTINUOS LIBRES 


est 0 0 
et=ri((sI-AJ)= 0 et 0 
0 d. e%* 


por lo tanto la solución de la ecuación diferencial será 


X1 (t) 2e?* 
x(0)= lua) := |.e7* 
x3(t) —e3t 


En un caso como éste, en el que la matriz A es diagonal, realmente la ecuación 
diferencial matricial representa un conjunto de ecuaciones diferenciales sencillas en 
el que las variables están desacopladas. La ecuación matricial y las condiciones 
iniciales pueden escribirse como: 


cuyas soluciones son 


21 (t) = 2e?* 
xa(t) =e* 
X3 (t) = —e? 


Ejemplo 6.25 Obtener la solución de la ecuación 


sujeta a las condiciones iniciales 11 (0) = 210 y t2(0) = 120 
En el ejemplo 6.10 se ha obtenido la forma canónica de Jordan de la matriz 


A, que ha resultado ser la matriz A, perfectamente diagonal; es decir se han 
encontrado las matrices M y A tales que 


A=M"?AM 


a Seba 


lo que permite calcular e4*: 


on .] Es a E Él Ñ les e a 
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También podemos obtener este resultado mediante la transformada de Laplace: 


o [s-4 -1 7 1 (s-1) 1 
1-A=| 2 Aa] an mm 2 (s-4) 
s—1 1 ED ly 1 
(sI-A) O . 2)(5 3 (s LA a E s—2) s—3) s—2) $3 
s—2)(s—3) s—2)(s—3) =>) + 3) E) bl 3) 


A. y (ab at 
E O A A [a Lea pe + so) 


por lo tanto la solución de la ecuación diferencial será 


(0% y 20%) A] eu) 


x(t) = e*tx(0) = [Gó e 203) (20? — e3t) 


EN (=e* + 20%) 210 + (e% + ex20 
(2e?* — 2210 + (2e?* — e) xao 


lira ade 


Ejemplo 6.26 Obtener la solución de la ecuación 


dalt) o I-1 -—1 xa(t) 
sujeta a las condiciones iniciales (0) = 210 y 22(0) = 120 
Los valores propios de A son A1 2 = —1+ 72, y dos vectores propios asociados 


son 
=32 j2 
vi = Vo = 
Debido a que los valores propios son complejos, es conveniente encontrar la forma 
canónica real de Jordan de A. 


Jr =Mz'AMr 


0 -2 =1 2 
Ma= 10] te 4) 
lo que permite calcular e4*: 
¿At ¿= Mpe ""M7' 


Empleando el resultado del ejemplo 6.20 


at [0 -2] [ e7tcos2t  e”*sin2t 0 1 
<= l1 0 ||-ertsin2t etcos2t| |-1/2 0 
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At eTtcos2t  2e”*sin2t 
Et= e Ée 
—de tsin2t etcos2t 


También podemos obtener este resultado mediante la transformada de Laplace: 


a [s+1 -4 NE 1 (s+1) 4 
d a=| 1 | a | 1 (8+4) 


s+1 4 
(aL Ay! NN | e A | 


—t to: 
At_ p-1 11 | e cos2t  2e “sin2t 
A ae sin2t  e”*cos2t 


por lo tanto la solución de la ecuación diferencial será 


—t to: 
At _ | e Tcos2t  2e “sin2t| |110 
e eE sin2t e7*cos2t | [220 
(+) = x1(t)]  [xipe*cos2t + 2x2pe * sin 2t 
¿ecc — |-2Le*sin2t + ape *cos 2t 


Ejemplo 6.27 Obtener la solución de la ecuación 


21 (t) _ -3 4 21 (t) 

Eo) A 
sujeta a las condiciones iniciales 11 (0) = 210 y t2(0) = 120 

Los valores propios de A son A; = A2 = —1. Además se puede comprobar 
que no es posible diagonalizar A. En consecuencia, la forma canónica de Jordan 
de A será un único bloque de tamaño 2. La obtención de los vectores propios 
generalizados con los que se obtiene la forma canónica de Jordan escapa al alcance 
de este texto. No obstante, vamos a suponer que se han encontrado las matrices 
MyJ: 
J=M"AM 


A 


de tal manera que se puede calcular e4*: 
eb! = Me" M”* 


t 


No obstante, como J no es diagonal, debemos calcular e? mediante la trans- 


formada de Laplace. 


1 1 
sold: od e iD iy 
1-3=| 0 dal (sI—J) Sy E 
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=D) = ES al 
Retomando el cálculo de e%* 
At -2 1] [e te*] [o -—1 et 2te"* Ate”? 
> E o E el h > a tet  et42te ] 
También podemos obtener este resultado mediante la transformada de Laplace: 


sI-A= l a Al (sI- A)! = arm Ea qe] 


a [(Gtoat) (eh) 
e 1 = 
(sI— A) (=>) (— + +) 


=t opt -t 
2t=iifa ah k 2te Ate ] 


—te* et + 2te 


por lo tanto la solución de la ecuación diferencial será 


x(t) = eAtx(0) = — pa 2te”* Ate”*t | Es 


—te et+2te*l lx 


»” 
SS 
— 

| 
A! 
338 
N Pe 
o AE 
+ + 
dt 
A | 
l 


(ent — 2te ajo + Azote * 
—ujote* + (e7*+2te"*)x20 


ol [a] 


6.4.1. Retratos de fase 


Supóngase ahora un sistema como (6.36) de dimensión dos, es decir, supón- 


gase 
[e] e | (6.45) 


Una vez solucionada (6.45) es posible trazar las curvas x1(t) vs t y xa(t) 
vs t. También es posible trazar una curva x1(t) vs x2(t), en un plano 11 Xx Za 
conocido como el plano de fase (ver Ejemplo 6.28). La curva resultante es una 
trayectoria de (6.45), y puede visualizarse como una curva paramétrica definida 
por (11 (t), x2(t)) con el parámetro t variando de O a oo. 

La solución de (6.45) depende de las condiciones iniciales, por lo tanto 
la trayectoria depende de las condiciones iniciales. Sobre el mismo plano de 
fase se pueden trazar diferentes trayectorias obtenidas con distintas condiciones 
iniciales; el resultado es el retrato de fase de (6.45). 
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Plano de Fase 


FIGURA 6.9: Construcción de una trayectoria en el Plano de Fase 


Ejemplo 6.28 La solución de la ecuación 


pl) 


sujeta a las condiciones iniciales x,(0) =0 y x2(0) = 2 es (Ejemplo 6.26) 
es x1(t)]  [4e”*sin2t 
—[ma(t)|  |2e7*cos2t 
La figura 6.9 muestra las gráficas de x,(t) vs t, x2(t) vs t, a partir de las 
cuales se ha trazado 11 vs 3 tomando para cada tiempo 7 el valor de x1(7) y 
xa(T) y trasladándolos al plano de fase. La curva resultante es una trayectoria 
de la ecuación diferencial. La flecha roja indica el sentido en el que se recorre la 
trayectoria cuando el tiempo avanza. 
Se ha repetido el procedimiento para varios juegos de condiciones iniciales, con 


el fin de obtener el retrato de fase que se muestra en la figura 6.10. Las condiciones 
iniciales seleccionadas han sido: 


0-0 0= [2 0-9 0=[2 


La figura 6.11 muestra los retratos de fase típicos de sistemas lineales es- 
tables*, mientras que la figura 6.12 muestra los retratos de fase típicos de los 


4El centro se considera como un sistema marginalmente estable. 
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T2 


T1 


FIGURA 6.10: Retrato de fase 


sistemas lineales inestables. Debemos resaltar que la forma de estos retratos 
depende de cómo son los valores propios de la matriz A. 

En general, un sistema lineal como (6.45) tendrá un retrato de fase seme- 
jante a alguno de los que se muestran en las figuras 6.11 y 6.12. No obstante, 
el retrato de fase no necesariamente será idéntico. La semejanza a la que nos 
referimos aquí consiste en una equivalencia de forma (serán topológicamente 
equivalentes). 


Ejemplo 6.29 La figura 6.13 muestra los retratos de fase de varios ejemplos. En 
cada caso se ha anotado la matriz A y su forma canónica de Jordan J. Nótese la 
semejanza de forma con los ejemplos típicos de las figuras 6.11 y 6.12. 


En las figuras 6.11 y 6.12 se observa que el origen del plano de fase juega 
un papel importante, atrayendo o repeliendo todas las trayectorias (o siendo el 
centro de ellas en el caso especial en el que los valores propios son imaginarios 
puros). 

El origen del plano de fase es el punto de equilibrio de (6.45), que definimos 
a continuación. 


Definición 6.2 Punto de Equilibrio de Sistemas Continuos 
Xx es un Punto de Equilibrio de un sistema descrito por la ecuación diferencial 
x = f(x) si derivada es cero, es decir, si f(x) = 0 


Si la matriz A en (6.45) es no singular, el único punto de equilibrio de (6.45) 
es el origen del plano de fase. Lo anterior se demuestra al notar que un punto 
de equilibrio X es la solución del sistema de ecuaciones Ax = 0, que tiene una 
única solución en X = 0 si y sólo si A es no singular. 

Si la matriz A en (6.45) es singular pueden existir infinitos puntos de equi- 
librio, y los retratos de fase serán diferentes a los contemplados en las figuras 
6.11 y 6.12. Estos casos no se considerarán en este curso. 
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Estable 
MN 


Reales Negativos 
Repetidos 
Estable de 
multiplicidad 2 
21 (t) = (210 + tuap)e* 


22 (£) = Lope * 


Complejos de Parte 
Real Negativa 


Y cost+aqe "sint 


2 sint+ae * cost 


Centro 
x1(t) = 119 cost + 220 sint 


dl 
La (t) = —X10 sint+ 20 cost 


FIGURA 6.11: Retratos de fase estables típicos 
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Reales Positivos 


Inestable 


Reales Positivos 
Repetidos 
Inestable de 
multiplicidad 2 
21 (t) = (210 + tuap)je! 


La (t) = Loye' 


Complejos de Parte 
Real Positiva 


Fuente 
11 (t) = x10e* cost + zoye” sint 


2 sint+xope* cost 


1 
xa(t) = —T1p0l 


Reales de Signo 
Diferente 


Punto de Silla 


FIGURA 6.12: Retratos de fase inestables típicos 
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FIGURA 6.13: Ejemplos de retratos de fase 
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6.4.2. Espacio de estado 


Dada una ecuación de la forma (6.36), podemos definir el conjunto formado 
por todas las soluciones de (6.36). Este conjunto forma un espacio vectorial 
conocido como el espacio de estado, tal como se especifica en el siguiente teo- 
rema. 


Teorema 6.1 Dada una ecuación de la forma (6.36), el conjunto de todas las 
soluciones forma un espacio vectorial M sobre el campo C con las operaciones 
usuales. 


Demostración 6.1 El conjunto de todas las soluciones de (6.36) es un subcon- 
junto del espacio vectorial formado por las funciones vectoriales continuas de orden 
n. Por lo tanto, sólo es necesario demostrar que el conjunto es cerrado bajo las 
operaciones usuales de suma de funciones y producto por escalar. 

Supóngase dos funciones xy (t) y x2(t) que son solución de (6.36). 


Xi (€) = Ax; (t) X> (t) = Ax» (€) 


Podemos multiplicar estas ecuaciones por cualesquiera escalares a1,0%v2 € C y 
sumarlas 

01X1 (t) = oa Ax; (t) Q9Xa (t) = a Axo (t) 

d 

di [01 X1 (t) + (059.0) (t)] = A(a01x1 (t) + 09 X2(t)) 
Esta expresión demuestra que cualquier combinación lineal de soluciones de (6.36) 
es también una solución de (6.36), es decir, Y es cerrada bajo la suma y el producto 
por escalar, y por lo tanto forma un espacio vectorial. 


Los siguientes son algunos conceptos importantes asociados al Espacio de 
Estado. En todos los casos se ha supuesto que A es no singular y de tamaño 
nxn: 


Dimensión del Espacio de Estado: el espacio vectorial »= tiene una dimen- 
sión igual al rango de la matriz A en (6.36). La dimensión de * es n. 


Soluciones linealmente independientes: las soluciones de (6.36) dependen 
de las condiciones iniciales. Si se utilizan dos condiciones iniciales lineal- 
mente independientes, las soluciones que se obtienen también son lineal- 
mente independientes. Por el contrario, si se utilizan dos condiciones ini- 
ciales linealmente dependientes, las soluciones que se obtienen también 
son linealmente dependientes. 


Base del espacio de estado: una base de > estará formada por n soluciones 
de (6.36) linealmente independientes. Denotemos estas funciones por: 


Y1(t),a(t), a , Pn(t) 


Estas soluciones pueden obtenerse seleccionando n condiciones iniciales 
linealmente independientes. 
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Matriz Fundamental: una matriz V(t) que tenga n columnas formadas por 
n soluciones de (6.36) linealmente independientes se denomina una Matriz 
Fundamental de (6.36). 


v(t) = [w1(t) palt) > pnlt)) 


Bases y vectores propios: si la matriz A en (6.36) tiene n vectores propios 
linealmente independientes, entonces éstos pueden escogerse como el jue- 
go de n condiciones iniciales que se necesitan para construir una base 
de *=. Este cambio de base es equivalente a la obtención de la Forma 
canónica de Jordan de A. 


Ejemplo 6.30 Supóngase el sistema dinámico 
(01 [15 057 [2,(t) 


que es de la forma (6.36). Los valores propios de la matriz A son A; = —1 y 
A2 = —2, y unos vectores propios asociados a ellos son: 


0-1) 


de tal manera que la forma canónica de Jordan y la matriz modal son: 
-1 0 1 1 
lo mea) 


At es la siguiente: 


La matriz e 


ac [(0.5e7*+0.5e72)  (0.5e7* — 0.5e?) 
<= ((0.5e7t—0.5e72%) (0.5e7t+0.5e7%) 


y por lo tanto la solución de la ecuación diferencial, para unas condiciones iniciales 
Tio Y T2o ES 


(t) = (0.5e7* + 0.5 Bx10 + (0.5e7* — 0.5e7)x90 
E) = |(0.5e7* — 0.5e7 2210 + (0.5e7* + 0.50 290 


(e) e7*(0.5210 + 0.5120) + e=2(0.5210 = 0.5120) 
is e7t(0.5210 + 0.5220) + e 2(—0.5210 + 0.5220) 


El retrato de fase del sistema se muestra en la figura 6.14. Cada trayectoria 
del retrato de fase es una solución de la ecuación diferencial para unas ciertas 
condiciones iniciales. De esas trayectorias se destacan 2 que corresponden a líneas 
rectas. No es casualidad que esas trayectorias rectas coincidan con los vectores 
propios v; y va. Veamos: 
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Si seleccionamos como condiciones iniciales las mismas coordenadas del vector 
propio v;, es decir, si hacemos 210 = 1 y 220 = 1 la solución de la ecuación será: 


ES 


Es decir, se encuentra que x1(t) = xa2(t) lo que corresponde a una recta en 
el plano de fase. Además, la dinámica del sistema sólo depende de términos e”*, 
es decir, sólo depende del valor propio A¡ al cual está asociado vi. Al seleccionar 
como condición inicial un punto del primer vector propio, toda la dinámica del 
sistema depende exclusivamente del primer valor propio. 

Un resultado similar obtendremos si seleccionamos como condiciones iniciales 
las mismas coordenadas del vector propio va, es decir, si hacemos 21y = 1 y 


x20 = —1. La solución de la ecuación será: 


O al e | e7t(0.5— 0.5) + e72(0.5+0.5) | ES | e2 | 
xa(t) e7t(0.5— 0.5) + e-2(—0.5 — 0.5) e 2 

Es decir, se encuentra que 11(t) = —xa2(t) lo que corresponde a otra recta en 
el plano de fase. Además, la dinámica del sistema sólo depende de términos Ezña 
es decir, sólo depende del valor propio A2 al cual está asociado va. Al seleccionar 
como condición inicial un punto del segundo vector propio, toda la dinámica del 
sistema depende exclusivamente del segundo valor propio. 

Hay otra forma de comprender estos resultados: supóngase que en algún instan- 
te (por ejemplo en £ = 0) el vector de estado x es un vector propio del primer valor 
propio A; su derivada podrá calcularse como x = Ax, pero como es un vector 
propio, entonces x = Ax = A¡x. En otras palabras, la derivada será un vector con 
la misma dirección de x y por lo tanto el sistema evolucionará en esa dirección, 
que es justamente la del vector propio. 

Las dos soluciones que se han obtenido 4; (t) y 42(t) son linealmente indepen- 
dientes, y por lo tanto sirven como base del espacio de estado %. Construimos la 
matriz fundamental 


eo=[at0 00) [ a] 


Lo que se ha hecho es equivalente a efectuar un cambio de base en el plano 
de fase, tomando como nueva base la formada por los vectores propios. El nuevo 
retrato de fase se muestra en la figura 6.15. 


6.4.3. Matriz de transición de estado 


Definimos la matriz de transición de estado P(t2,t1) como la matriz que 
permite obtener el estado en el tiempo ta a partir del estado en el tiempo ty 
mediante la expresión *: 


x(t2) = D(t2,t1)x(t1) (6.46) 


5Una definición alternativa que es equivalente emplea la matriz fundamental: P(t2,t1) = 
W(t1)1v71 (41) 
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FIGURA 6.14: Retrato de fase de un ejemplo 


N 
> 


1.0 


0.8 


0.6 


0.4 


0.2 


FIGURA 6.15: Retrato de fase de un ejemplo en la base de los vectores propios 
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Para un sistema como (6.36) es posible obtener 9(t2,t,) calculando x(t1) y 
x(t2): 
x(t1) =e**x(0) 


x(t2) = e2x(0) 
x(0) = (e£)Ux(t1) = 0% x(t1) 
x(t2) = ec 2 x(t1) 
x(t2) = 220 x(t,) 
D(to,t1) = ee (ta) (6.47) 


6.5. Sistemas discretos libres 


Abordamos ahora el análisis de la ecuación (6.22) con el sistema libre (sin 
entradas), es decir estudiamos la ecuación 


x(k +1) = Ax(k) (6.48) 
La ecuación matricial (6.48) recuerda la ecuación escalar 
x(k +1) = ax(k) 


cuya solución es 
x(k) = x(0)a* (6.49) 


debido a que 
ara" x(0)a? = x(0) (6.50) 


Al igual que en el caso continuo, nos preguntamos si al reemplazar el escalar 
a por la matriz A, y la variable x por el vector de variables x se mantienen las 
relaciones (6.50) y así encontrar una solución de (6.48) similar a (6.49). 
Evidentemente 


AFI AAF  x(0)A% =x(0) (6.51) 
En consecuencia la solución de (6.48) es 
x(k) = A*x(0) (6.52) 


n (6.52) x(0) es el vector que contiene las condiciones iniciales de x(k). 
Por otra parte, es posible calcular A* por diversos métodos, de los cuales des- 
tacamos los siguientes: 


Definición: podemos emplear la definición de A* directamente: 
AF=AAA---A k veces (6.53) 


Este método no es práctico, debido a la dificultad de calcular AF; sin 
embargo, en algunos casos especiales este cálculo es sencillo (matrices 
diagonales) 
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Forma canónica de Jordan: si se ha obtenido la Forma canónica de Jordan 
de la matriz A, entonces se tienen dos matrices J y M tales que 


J=MIAM  A=MJM”? 
y por lo tanto A* puede calcularse así: 


A* = MJFM! (6.54) 


La ventaja de emplear (6.54) radica en que J es una matriz diagonal por 
bloques, y por lo tanto J* es más fácil de calcular, especialmente si J es 
completamente diagonal 


Transformada Z: podemos obtener la solución de (6.48) empleando la trans- 
formada Z, y así deducir el valor de A*. 


Z [x(k +1), = Z(Ax(k)) = 
zx(2) — zx(0) = Ax(2 
zx(z) — Ax(z2) = zx(0 

(21 A)x(2) = 2x(0) 
x(2) = 2(21— A)*x(0) 
x(k) = 2 (x(2)) = 27" (2(¿I- A) "x(0)) 
x(k) = 27 (a(2T— A)" x(0) = Afx(0) 
AF=Z fz21-A) (6.55) 


) 
) 


Jordan y transformada Z: pueden combinarse (6.54) y (6.55) para obtener: 


AF =M2Z" (2(21-J)*]M”* (6.56) 


6.5.1. Matriz de transición de estado 


Definimos la Matriz de Transición de Estado P(kz, k1) como la matriz que 
permite obtener el estado en el tiempo ka a partir del estado en el tiempo kj 
mediante la expresión 

x(ko) = D(ko, k1)x(k,) (6.57) 


Para un sistema como (6.48) es posible obtener P(kz, k1) calculando x(k:) 
y x(k2): 
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A 
=> 
1 


(AP) x(k1) = AC x(k1) 
x(ko) = APRA x(k1) 
x(k2) = AUD x(k;) 

D(ka, k1) = A2=4) 


6.6. Sistemas continuos excitados 


Estudiamos ahora el sistema continuo con excitación, es decir el sistema 
descrito por (6.58) 


x(t) = Ax(t) + Bu(t) 
y (t) = Cx(t) + Du?) 


(6.58) 


Para ello, aplicamos transformada de Laplace a cada lado de las ecuaciones 


sx(s) — x(0) = Ax(s) + Bu(s) 


y(s) = Cx(s) + Du(s) (6.59) 


En la primera ecuación podemos despejar x(s) 
sx(s) — Ax(s) = x(0) + Bu(s) 
(sI — AJx(s) = x(0) + Bu(s) 
x(s) = (sI — A)7*x(0) + (sI — A) *Bu(s) (6.60) 
Ahora podemos incorporar (6.60) en la segunda ecuación de (6.59) 


y(s) = C(sI— A) *x(0) +C ((sI— A)”* Bu(s) + Du(s) 


y(s) = C(sI— A)7*x(0) + [C(sI— A)7*B +D] u(s) (6.61) 

En (6.61) se observa que la respuesta y(s) tiene dos componentes': 
Respuesta de estado cero: es la primera parte de la ecuación (6.61). De- 
pende de las entradas u(s) y no de las condiciones iniciales; de hecho, es 


la respuesta que tiene el sistema si las condiciones iniciales son cero, es 
decir, si su estado inicial es cero (de allí su nombre). 


Respuesta de entrada cero: es la segunda parte de la ecuación (6.61). De- 
pende de las condiciones iniciales y no de las entradas u(s); de hecho, 
es la respuesta que tiene el sistema si las entradas son cero (de allí su 
nombre). 


6 Compárese con las definiciones de la página 45 para sistemas de una entrada y una salida. 
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6.6.1. Matriz de funciones de transferencia 


Si se consideran condiciones iniciales nulas, la ecuación (6.61) se convierte 
en 
-1 
y(s) = [C(sI— A)”*B + D] u(s) 
Podemos definir la Matriz de Funciones de Transferencia como la matriz 
que relaciona las entradas y las salidas, cuando las condiciones iniciales son 
nulas: 


y(s) = G(sju(s)lo 7 -o G(s) = C(sI- A) *B+D (6.62) 
La matriz G(s) en (6.62) es una matriz q x p (p entradas y q salidas): 
yi(s) Gi(s) Grals) --+ Gipls)| [ur(s) 
ya(s) _ Gas) Gazls) ::* Gapls)| Jua(s) 
als] [G() Gs) => Goptol) Lur(s) 


El elemento G;¿(s) de la matriz G(s) muestra cómo afecta la entrada u;(s) 
a la salida y;(s). 

En general, una entrada u,(s) afectará a todas las salidas y(s). No obstante, 
existe un caso especial en que esto no es así: supóngase que existe el mismo nú- 
mero de entradas que de salidas p, y que la matriz de funciones de transferencia 
es diagonal: 


y1(s) [Guu(s) 0 Qe. 0 ol 
0 Gaa(s) EY 0 uz (s) 
Yp(s) 0 0 ++ Gpp(s) a 
En este caso especial, la entrada u,(s) sólo afecta la salida y¿(s). Se dice en- 
tonces que el sistema es desacoplado. 
6.6.2. Variables de estado en el tiempo 


Podemos obtener el comportamiento en el tiempo de las variables de estado 
aplicando la transformada inversa de Laplace a (6.60) 


x(t) = L7? [x(s)] = £7* [(sT- A)7*] x(0) + £7? [(sI— A)*Bu(s)] 


La primera de las transformadas corresponde a e%* = Q(t, 0) como puede 
verse en (6.43) y (6.47). Nótese que la segunda transformada incluye el producto 
de dos funciones de s. El resultado es: 


x(t) = 0(t, 0)x(0) +/ 9(t,7)Bu(r)dr (6.63) 


En la sección 6.7.2 buscaremos aproximarnos a una interpretación de (6.63) 
apoyándonos en el caso discreto. 
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6.7. Sistemas discretos excitados 


Estudiamos ahora el sistema discreto con excitación, es decir el sistema 
descrito por (6.64) 


x(k + 1) = Ax(k) + Buí 


ES] 
DS 


(6.64) 


Para ello, aplicamos transformada Z a cada lado de las ecuaciones 


Zx(z) — zx(0) = Ax(2) + Bu(z) 


y (2) = Cx(2) + Du(z) (6.65) 


En la primera ecuación podemos despejar x(z) 
zx(z) — Ax(2) = 2x(0) + Buíz) 
(21— Ajx(z) = 2x(0) + Bu(z) 
x(2) = 2(21- AJ*x(0) + (21- A) *Bu(z) (6.66) 
Ahora podemos incorporar (6.66) en la segunda ecuación de (6.65) 


y(z)=C [z(21 — AJ7*x(0)+ (21 A) *Bu(2)] + Du(z) 


y (2) = Cz(21— A)7*x(0) + [C(21— A)7*B + D] u(z) (6.67) 
A o a) 


Rta de entrada cero Rta de estado cero 


De forma análoga al caso continuo, (6.67) muestra que la respuesta y(z) 
tiene dos componentes”: 


Respuesta de estado cero: es la primera parte de la ecuación (6.67). De- 
pende de las entradas u(z) y no de las condiciones iniciales; de hecho, es 
la respuesta que tiene el sistema si las condiciones iniciales son cero, es 
decir, si su estado inicial es cero (de allí su nombre). 


Respuesta de entrada cero: es la segunda parte de la ecuación (6.67). De- 
pende de las condiciones iniciales y no de las entradas u(z); de hecho, 
es la respuesta que tiene el sistema si las entradas son cero (de allí su 
nombre). 


TCompárese con las definiciones de la página 46 para sistemas de una entrada y una salida. 
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6.7.1. Matriz de funciones de transferencia 


Si se consideran condiciones iniciales nulas, la ecuación (6.67) se convierte 
en 


y(=) = [C(21— A)7*B + D] u(z) 


Podemos definir la Matriz de Funciones de Transferencia como la matriz 
que relaciona las entradas y las salidas, cuando las condiciones iniciales son 
nulas: 


y(2) = GlaJu(lo.=o  G(2)=C(I- A) "B+D (6.68) 
La matriz G(z) en (6.68) es una matriz q x p (p entradas y q salidas): 


1(2) Guía) Grolz) -:: Giplz)] [uíz) 
ne] [0 Gaslz) ““- al be] 


wd] lento Gate -- Gota! luto) 


El elemento G;¿(x) de la matriz G(z) muestra cómo afecta la entrada u;(z) 
a la salida y;(z). 

En general, una entrada u;(z) afectará a todas las salidas y(z). No obstante, 
existe un caso especial en que esto no es así: supóngase que existe el mismo nú- 
mero de entradas que de salidas p, y que la matriz de funciones de transferencia 
es diagonal: 


y1(2) G11(x) 0 ... 0 ur(z) 
ya(z) e 0 Gaalz) -*: 0 us(z) 
wal [0 0. Gota) lua 


En este caso especial, la entrada u;(z) sólo afecta la salida y¿(2). Se dice en- 
tonces que el sistema es desacoplado. 


6.7.2. Variables de estado en el tiempo 


Podemos obtener el comportamiento en el tiempo de las variables de estado 
aplicando la transformada inversa Z a (6.66) 


M=2 Ha == E [2 (21 - A)”*] x(0) + £7? [(1 - A) 'Bu(z)] 


La primera de las transformadas corresponde a A* = 9(k,0) como puede 
verse en (6.55) y (6.57). Nótese que la segunda transformada incluye el producto 
de dos funciones de z. El resultado es: 


k-1 
x(k) = D(%,0)x(0) + 9 -D(k,l +1)Bu(!) (6.69) 
1=0 
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— 


FIGURA 6.16: Realimentación por variable de estado 


Las ecuaciones (6.63) y (6.69) son análogas; sin embargo, es más fácil de 
analizar (6.69). Para ello, vamos a expandir la sumatoria: 


x(k) = 9(k, 0)x(0) + 0(k, 1)Bu(0) + 9(k, 2)Bu(1) +--- + 0(k, k)Bu(k — 1) 


x(k) = 0(k,0)x(0) + 9(k, 1)Bu(0) + 0(k, 2)Bu(1) +--- + Bu(k-—1) (6.70) 


La ecuación (6.70) muestra que x(k) está formada por aportes de las condi- 
ciones iniciales x(0), y de las entradas u(k). Además muestra cuál es el aporte 
exacto del valor de la entrada en un instante de tiempo específico: por ejemplo, 
la entrada en k = 1, que es u(1) aporta a la construcción de x(k) justamente 
D(k, 2)Bu(1). 

Un análisis similar podría hacerse para el caso continuo con la ecuación 
(6.63); para ello debe emplearse la función impulso 9(t — 7). Debido a que este 
análisis no aporta ningún concepto nuevo, se ha omitido en este texto. 


6.8. Introducción al control por variable de es- 
tado 


El esquema básico de control por variable de estado se muestra en la figura 
6.16. La estrategia, que es igualmente válida para sistemas continuos y discre- 
tos consiste en utilizar las variables de estado x para realimentar el sistema 
mediante una matriz K, y comparar el estado con unas señales de referencia r, 
de donde se tiene que 

u=r+Kx (6.71) 


Para que (6.71) tenga sentido, las dimensiones de las variables involucradas 
deben ser las siguientes: 


Upx1 = Ypx1 + KoxnXnx1 
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FIGURA 6.17: Realimentación por variable de estado de un sistema continuo 


Podemos emplear los diagramas de bloques de la representación en variable 
de estado para sistemas continuos y discretos que se muestran en las figuras 6.5 
y 6.6 para complementar la figura 6.16. El resultado se muestra en las figuras 


6.17 y 6.18. 


Combinando las ecuaciones (6.21) y (6.22) con (6.71) se obtienen las ecua- 
ciones de estado para sistemas continuos y discretos con realimentación por 


variable de estado: 


x(k +1) 


Ax(t) + Bir(t) + Kx(t)] 
Cx(t) + Dir(t) + Kx(t)] 


= Ax(k) + Bir(k) + Kx(%)] 
Cx(k) + D[r(k) + Kx(k)] 


y(k) = 


que pueden reescribirse como: 


x(t) = [A + BKIx(t) + Br(t) 
y (t) = [C + DK]x(t) + Dr(t) 


x(k +1) =[A + BKIx(k) + Br(k) 
y(k) = [C + DKIx(k) + Dr(k) 


Se obtienen entonces unos nuevos sistemas para los que las entradas son r, 
las salidas son u y las variables de estado son x (ver figura 6.16). Si definimos 
A =A+BK y C= C+DK las ecuaciones de estos nuevos sistemas serán: 
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x(t) = Ax(t) + Br(t) A-=A+BK : 
y (t) = Cx(t) + Dr(t) dC=C+DK (6.72) 

x(k + 1) = Ax(k) + Br(k) A=A+BK 
y (%) = Cx(k) + Dr(k) C=C4+DK (6.73) 


Dado que el comportamiento de los sistemas descritos por (6.72) y (6.73) 
dependen de los valores propios de A, se desprende que la estrategia de control 
por variable de estado consiste en establecer un sistema como el de la figura 
6.16 y seleccionar una matriz K tal que los valores propios de A en (6.72) y 
(6.73) sean los deseados. 

Como éste no es un texto de control, no abordaremos el problema de cómo 
obtener esa matriz K. Sin embargo, resaltamos que esta estrategia plantea al 
menos dos interrogantes: 


1. ¿Pueden asignarse con total libertad los valores propios de A?, es de- 
cir, dado un conjunto de valores propios deseados, ¿existirá siempre una 
matriz K que permita asignarle a A dichos valores propios? 


2. Dado que las variables de estado no necesariamente tienen sentido físico, 
y en caso de tenerlo no necesariamente son medibles, ¿Cómo pueden cono- 
cerse los valores de las variables de estado para implementar el esquema 
de la figura 6.16? 


Las secciones 6.8.1 y 6.8.2 intentan dar respuesta a estas preguntas. 
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6.8.1. Controlabilidad 


La noción de controlabilidad de un sistema está asociada con la posibilidad 
de hacer que sus variables de estado tomen cualquier valor deseado, no importa 
cuáles sean las condiciones iniciales, en un tiempo finito. 


Definición 6.3 Controlabilidad 

Un sistema dinámico es controlable en t, si para cualquier estado x(t,) y cualquier 
estado deseado x¿ es posible encontrar una entrada u(t) que aplicada entre t, y 
ta produce x(t2) = Xq, con ta < 00 


Ejemplo 6.31 Considérese el circuito de la figura 6.19, en el que la variable de 
entrada es v(t) y la variable de salida es v,(t). Es claro que para escribir las 
ecuaciones de estado de ese circuito podemos escoger como variable de estado la 
tensión en el condensador va (t). 

Debido a la simetría del circuito, si las condiciones iniciales son nulas (uc (0) = 
0), la tensión en el condensador siempre será cero, sin importar qué valor tome la 
fuente v(t). Por lo tanto, no es posible modificar a nuestro antojo el valor de la 
variable de estado, y en consecuencia el sistema es no controlable. 


vs) (5) 


FIGURA 6.19: Circuito 


La definición 6.3 no brinda por sí sola un mecanismo fácil para determinar 
si un sistema es controlable o no. No obstante, podemos aplicar un test de 
controlabilidad para determinar si un sistema dinámico lineal invariante en el 
tiempo es o no controlable. 


Test de controlabilidad 


Para determinar si un sistema como (6.21) o como (6.22) es o no controlable, 
con A una matriz nx n y B una matriz n x p, se construye la matriz de 
controlabilidad WV y se verifica su rango: 

V=[B AB AB AB ++ A” UB 


El sistema es controlable si y sólo si rank(V) =n 


(6.74) 
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Anotaciones al concepto de Controlabilidad 


1. La definición 6.3 es realmente la definición de controlabilidad de estado, 
dado que se refiere a la posibilidad de obtener cualquier estado. Existe una 
definición semejante para la controlabilidad de salida, que no se aborda 
en este texto. 


2. El test de controlabilidad (6.74) pone de manifiesto que la controlabilidad 
sólo depende de las matrices A y B, es decir, sólo depende de la ecuación 
de estado y no de la ecuación de salida. 


3. Para determinar la controlabilidad de un sistema como(6.21) no es nece- 
sario resolver la ecuación diferencial. Se realiza un análisis cualitativo de 
la ecuación. 


4. Si un sistema es controlable, entonces con un esquema de control por 
realimentación de variable de estado como el de la figura 6.16 siempre es 
posible encontrar una matriz K real para que la matriz A en (6.72) o en 
(6.73) tenga los valores propios deseados?. 


5. El test es igualmente válido para sistemas continuos y discretos. 


6.8.2. Observabilidad 


Al observar la estrategia de control por Realimentación de Variable de Es- 
tado sugerida en la figura 6.16 surge la cuestión de cómo medir las variables 
de estado x, ya que es posible que éstas no tengan sentido físico, o que no sean 
medibles. 

Para solucionar este problema se plantea la utilización de un estimador 
de estado, u observador de estado, que es un elemento que intenta estimar el 
estado del sistema a partir de mediciones de las entradas y salidas al sistema 
(se supone que éstas sí tienen sentido físico y son medibles), tal como se observa 
en la figura 6.20, en la que X es la estimación que el observador hace del estado 
x. 

La noción de observabilidad de un sistema está asociada con la posibilidad 
de determinar el estado del sistema a partir de mediciones de sus entradas y 
salidas durante un tiempo finito, es decir, con la posibilidad de construir un 
observador. 


Definición 6.4 Observabilidad 

Un sistema dinámico es observable en t; si es posible conocer el estado x(t¡) 
a partir de mediciones de las entradas u(t) y las salidas y(t) durante el periodo 
comprendido entre t, y ta, con t2 < 00 


8Se supone en esta afirmación que los valores propios deseados complejos aparecen en 
parejas conjugadas. 
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+ 


FIGURA 6.20: Realimentación por variable de estado con observador 


Ejemplo 6.32 Considérese nuevamente el circuito de la figura 6.19, en el que la 
variable de entrada es v(t), la variable de salida es v,(t) y la variable de estado la 
tensión en el condensador va (t). 

Es claro que a partir de mediciones de v(t) y v,(t) (que son iguales) no es posible 
conocer las condiciones iniciales del condensador y en consecuencia el sistema es 
no observable. 


La definición 6.4 no brinda por sí sola un mecanismo fácil para determinar 
si un sistema es observable o no. No obstante, podemos aplicar un test de 
observabilidad para determinar si un sistema dinámico lineal invariante en el 
tiempo es o no observable. 


Test de observabilidad 


Para determinar si un sistema como (6.21) o como (6.22) es o no observable, 
con A una matriz nx n y C una matriz q x n, se construye la matriz de 
observabilidad S y se verifica su rango: 


C 
CA 
CA? 
S=| CcA3 El sistema es observable si y sólo si rank(S) =n (6.75) 


CAr=1 


Anotaciones al concepto de observabilidad 


1. El test de observabilidad (6.75) pone de manifiesto que la controlabilidad 
sólo depende de las matrices A y C. 
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2. Para determinar la observabilidad de un sistema como(6.21) no es nece- 
sario resolver la ecuación diferencial. Se realiza un análisis cualitativo de 
la ecuación. 


3. Si un sistema es observable, entonces puede construirse un observador 
como el que se sugiere en la figura 6.20. En este texto no se aborda el 
problema de cómo construir dicho observador. 


4. El test es igualmente válido para sistemas continuos y discretos. 


Ejemplo 6.33 Tomemos nuevamente el circuito de la figura 6.19. Para escribir las 
ecuaciones que rigen el sistema, nótese que el equivalente Thévenin del circuito 
visto por el condensador es una resitencia de valor R, de tal manera que: 


duc 


VO = —Ric = -—RC di 


d 1 
qpvolt) = 0 reli) 


La ecuación de salida es trivial: 
Ug(t) = v(t) 


De tal manera que la representación en variable de estado para el circuito es: 


UC = 2 v0 
Uy =v(t) 


Es decir, es un sistema como (6.21) con A =-—1/RC,B=0,C=0,yD=1. 
Las matrices de controlabilidad y observabilidad definidas en (6.74) y (6.75) son: 


v=[0)  Ss=/[0] 


y por lo tanto tienen rango 0, lo que significa que el sistema es no controlable y 
no observable. 
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Introducción a los sistemas no 
lineales 


Si bien el objetivo de este curso es el análisis de los sistemas dinámicos 
lineales invariantes en el tiempo, en este capítulo se hace una breve presentación 
de los sistemas no lineales, con el propósito principal de resaltar: 


= (Que los resultados y las técnicas presentadas en capítulos anteriores tienen 
una aplicabilidad limitada a los sistemas lineales. 


= (Que el comportamiento de los sistemas lineales es limitado a un cierto 
tipo de respuestas, mientras que los sistemas no lineales pueden tener un 
comportamiento de mayor riqueza. 


Para ello, hacemos inicialmente una distinción entre dos tipos de funciones 
no lineales: 


No linealidades estáticas: se trata de sistemas no lineales sin memoria, es 
decir, aquellos cuyas salidas y(t) sólo dependen de las entradas en ese 
mismo instante u(t). La figura 7.1 resume algunas de las no linealidades 
estáticas más frecuentes. Algunos de los elementos que se pueden modelar 
con este tipo de no linealidades estáticas son: 

= Válvulas de apertura gradual. 

= Transformadores y motores en regiones de saturación magnética. 
= Materiales ferromagnéticos en general. 

= Huelgos en engranajes. 

= Cilindros hidráulicos y neumáticos con cambio de dirección. 


= Linealizaciones de elementos eléctricos y electrónicos. 
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Saturaciones Relés 


Histéresis Zonas Muertas 


Zonas Muertas Trazos Rectos 


FIGURA 7.1: No linealidades estáticas más frecuentes 
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No linealidades dinámicas: se trata de sistemas no lineales con memoria, es 
decir, aquellos cuyas salidas y(t) dependen no sólo de las entradas en ese 
mismo instante u(t), sino también de sus derivadas o diferencias finitas. 
Es decir, consideramos ecuaciones diferenciales y de diferencia de la forma 


x(t) = £(x(0), u(t), t) x(k + 1) = f(x(%), u(k%), k) 


En donde el vector u contiene las entradas al sistema, x las variables de 
estado, y f es una función vectorial no lineal (no necesariamente lineal). 
Las secciones 7.1 a 7.8 se refieren a este tipo de no linealidades. 


7.1. Pérdida de superposición y proporcionali- 
dad 


Las propiedades de superposición y proporcionalidad son inherentes a los 
sistemas lineales. Estas dos propiedades se pierden en los sistemas no lineales. 


Ejemplo 7.1 Consideremos un sistema continuo descrito por la ecuación (7.1) que 
no es lineal debido al término 2? 


d+ex? =u(t) (7.1) 


En la figura 7.2 se muestra el comportamiento del sistema con e = 1 y condi- 
ciones iniciales nulas ante dos entradas diferentes: 


= Se ha simulado la salida y¡(t) con una entrada uy (1) = u(t). 
= Se ha simulado la salida y2(t) con una entrada uz(t) = 4yu(t). 


Nótese que aunque se ha multiplicado por 4 la entrada, la salida no está multi- 
plicada por 4; de hecho, el valor estacionario tan sólo se ha duplicado, con lo que 
se demuestra que el sistema no tiene la propiedad de proporcionalidad. 

Ahora trabajamos con el sistema suponiendo e€ = 0.1 (es decir, haciendo más 
pequeño el efecto no lineal) y manteniendo condiciones iniciales nulas. Se ha simu- 
lado el comportamiento del sistema en tres condiciones diferentes: 


)= (8). 
= Se ha simulado la salida ya4(t) con una entrada us(t) = sin(t)u(t). 
) = 11) + sin(1)u(0). 


La figura 7.3 muestra y3(t), ya(t), ya(t) + ya(t) y ys(t). Se destaca cómo la 
suma y3a(t) + ya(t) es diferente de la salida que se obtiene cuando la entrada es 
uz(t) + us(t), con lo que se demuestra que el sistema no tiene la propiedad de 
superposición. 


= Se ha simulado la salida y3(t) con una entrada ug (t 


= Se ha simulado la salida ys(t) con una entrada us(t) = 
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2.5 


0.5 


0.0 


FIGURA 7.2: Sistema no lineal con dos entradas escalón 


ÓS 


AS 


FIGURA 7.3: Sistema no lineal con una entrada escalón y una sinusoide 
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7.2. Múltiples puntos de equilibrio 


Un punto de equilibrio de un sistema continuo es un punto Xp tal que x(t) 
en ese punto valga cero, ya que en esas condiciones el sistema no cambiará 
nunca de estado. 

Por otra parte, un punto de equilibrio de un sistema discreto es un punto 
Xo tal que x(k + 1) = x(k) en ese punto valga cero, ya que en esas condiciones 
el sistema no cambiará nunca de estado. 

Si consideramos un sistema continuo lineal libre de la forma x = Ax, es claro 
que el único punto de equilibrio que existe! corresponde a x = 0, sin embargo, 
pueden existir sistemas no lineales con más de un punto de equilibrio. 


Ejemplo 7.2 Tomemos como ejemplo un péndulo simple de barra rígida como el 
de la figura 7.4 cuyas ecuaciones dinámicas son 


L1 = La (7 2) 


La = —asin(11) — bx 
en donde 


= 2; representa el ángulo de giro del péndulo medido respecto a la vertical en 
el punto de giro. 


= 19 representa la velocidad angular. 


a=3g/l,b=k/m. 


g es la aceleración de la gravedad. 


l es la distancia del punto de giro al centro de gravedad del péndulo. 
= Les el coeficiente de fricción viscosa del punto de giro. 
= mes la masa del péndulo. 


Para que ¿1 y t2 sean cero en (7.2) se necesita que x2 =0 y sin(11) = 0, es 
decir que los puntos de equilibrio son: 


BE. Pe). E27- 


Este resultado corresponde a nuestra experiencia: el péndulo está en reposo 
sólo en dirección vertical, bien sea hacia arriba o hacia abajo; si está hacia abajo 
el ángulo x1 es O (que es igual a +27, +41r,:--) y si está hacia arriba el ángulo x, 
es T (que es igual a —r, +37, + +), y en ambos casos la velocidad angular x2 es 0. 

Para mostrar gráficamente la presencia de varios puntos de equilibrio se ha 
trazado el retrato de fase del péndulo simple en la figura 7.5 con a =b= 1. 


lSalvo en los casos especiales en que A es singular. 
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FIGURA 7.4: Diagrama del péndulo simple 


FIGURA 7.5: Retrato de fase del péndulo simple con a =b= 1 
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7.3. Estabilidad local 


El concepto de estabilidad está asociado con los puntos de equlibrio, es decir 
se dice que un punto de equilibrio puede tener un cierto tipo de estabilidad (ser 
estable, inestable, un punto de silla, etc.). 

Como los sistemas lineales sólo tienen un punto de equilibrio, se dice que la 
estabilidad del sistema es la de ese punto de equilibrio. Debido a que los sistemas 
no lineales pueden tener más de un punto de equilibrio, ya no es válido hablar 
de la estabilidad del sistema como un todo, sino que es necesario estudiar la 
establidad de cada punto de equilibrio. A este tipo de estabilidad se le denomina 
estabilidad local. 


Ejemplo 7.3 Consideremos de nuevo el caso del péndulo simple descrito por (7.2) 
y cuyo retrato de fase se muestra en la figura 7.5. Para conocer el comportamiento 
del sistema en todos los puntos de equilibrio basta con analizarlo en dos de ellos 
(un ángulo Ó es igual a un ángulo 0 + 2n7): 


Y E 


La figura 7.6 muestra una ampliación del retrato de fase de la figura 7.5 cerca 
al punto de equilibrio x,. El retrato de fase resultante es similar al de un sifón de 
un sistema lineal, por lo tanto diremos que x, es un punto de equilibrio del tipo 
sifón, y por lo tanto estable. 

Por otra parte, la figura 7.7 muestra una ampliación del retrato de fase de la 
figura 7.5 cerca al punto de equilibrio xy. El retrato de fase resultante es similar al 
de un punto de silla de un sistema lineal, por lo tanto diremos que xy es un punto 
de equilibrio del tipo punto de silla, es decir, es inestable. 


7.4. Órbitas periódicas no sinusoidales 


En un sistema lineal la única posibilidad de tener soluciones periódicas se da 
cuando los valores propios son imaginarios puros; en estos casos las trayectorias 
del retrato de fase son elipses y se denominan órbitas cerradas del sistema. 

En los sistemas no lineales hay otras posibilidades de tener soluciones perió- 
dicas, que no necesariamente corresponderán a elipses en los retratos de fase. 


Ejemplo 7.4 Supóngase un sistema descrito por las ecuaciones de Lotka-Volterra 
L1 = —11+21Z2 


La = Ta — 11T2 (7.3) 


La ecuación (7.3) sirve como un modelo simplificado para predecir el crecimiento 
de las poblaciones de dos especies en un ámbito cerrado en la que una de ellas es 
el predador de la otra (la presa). 11 representa la población del predador y x2 la 
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FIGURA 7.6: Retrato de fase del péndulo simple alrededor de un punto de equilibrio 
del tipo sifón 


FIGURA 7.7: Retrato de fase del péndulo simple alrededor de un punto de equilibrio 
del tipo punto de silla 
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FIGURA 7.8: Retrato de fase del sistema de Lotka-Volterra 


de la presa. La variación de la población está afectada por cuántas veces se cruzan 
miembros de una especie con los de la otra, que se supone que es proporcional al 
producto 1122. 

La figura 7.8 muestra el retrato de fase del sistema descrito por (7.3). Se nota 
un punto de equilibrio en (1,1) que es un centro, y otro punto de equilibrio en 
(0, 0) que es un punto de silla. Además, se destacan infinitas soluciones periódicas 
que no tienen forma de elipse ni están centradas en (0, 0) 


7.5. Ciclos límite 


En ocasiones las trayectorias del sistema tienden a formar una órbita cerra- 
da; cuando esto sucede se dice que existe un ciclo límite estable. También se da 
el caso en el que las trayectorias se desprenden de una órbita cerrada, en cuyo 
caso se dice que existe un ciclo límite inestable. 


Ejemplo 7.5 Supóngase un sistema descrito por las ecuaciones: 


E1 = La 
ta = p(1—2%Í)x2— 22 (7.4) 


La ecuación (7.4) representa al Oscilador de Van der Pol, un oscilador con un 
amortiguamiento no lineal en el término proporcional a 1222. 
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FIGURA 7.9: Retrato de fase del oscilador de Van der Pol con p = 1 


La figura 7.9 muestra el retrato de fase del sistema descrito por (7.4) con yu = 1. 
Nótese que todas las trayectorias tienden a formar una órbita cerrada (marcada en 
rojo); esta órbita corresponde a un ciclo límite del sistema. 


7.6. Órbitas homoclínicas 


En un sistema lineal, cuando el punto de equilibrio es del tipo punto de silla, 
una trayectoria que inicie en el vector propio inestable viajará por ese vector 
hasta el infinito. 

En algunos sistemas no lineales puede darse un comportamiento especial: 
una trayectoria que inicie en un punto de equilibrio del tipo punto de silla 
puede llegar a terminar en el mismo punto de equilibrio. Cuando esto sucede, 
la trayectoria descrita se denomina una órbita homoclínica 


Ejemplo 7.6 Supóngase un sistema descrito por las ecuaciones: 
E1 = 2 


La = —kza +1 aj (7.5) 


La ecuación (7.5) representa al Oscilador de Duffing, y corresponde a un oscila- 
dor con una excitación adicional; por ejemplo, (7.5) puede representar a un péndulo 
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FIGURA 7.10: Retrato de fase del oscilador de Duffing con k =0 


simple como el de la figura 7.4 cuando el ángulo es pequeño, y adicionalmente se 
ejerce una fuerza proporcional a 27. 

La figura 7.10 muestra el retrato de fase del sistema descrito por (7.5) con 
k = 0 (sin amortiguamiento). El sistema tiene tres puntos de equilibrio: en (1, 0) 
y en (—1,0) hay unos puntos de equilbrio del tipo centro; en (0,0) hay un punto 
de equilibrio del tipo punto de silla. 

En este punto hay dos trayectorias especiales (en rojo): una de ellas inicia en la 
dirección (1, 1) y después de dar una vuelta hacia la derecha regresa al punto (0, 0) 
desde la dirección (1, —1); la otra inicia en la dirección (—1,—1) y después de dar 
una vuelta hacia la izquierda regresa al punto (0,0) desde la dirección (—1, 1). 
Estas dos trayectorias son órbitas homoclínicas del sistema. 


7.7. Bifurcaciones 


Si las ecuaciones de un sistema dinámico dependen de un parámetro, es 
lógico pensar que el comportamiento de dicho sistema dependa del valor de ese 
parámetro. Esto es cierto tanto para sistemas lineales como no lineales. 

Sin embargo, las variaciones de comportamiento que puede tener un sistema 
lineal son menores en comparación con las que pueden suceder en sistemas 
no lineales. Si al variar un parámetro el comportamiento del sistema cambia 
estructuralmente (de forma muy notoria), se dice que el parámetro ha tomado 
un valor de bifurcación. 
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Ejemplo 7.7 Consideremos el sistema descrito por la ecuación 
¿=(a-— xx (7.6) 


Para valores negativos de a el sistema tendrá un único punto de equilibrio en 
x = 0, porque es la única condición en la que + = 0. Sin embargo, si a > 0 
existirán tres puntos de equilibrio en 21 = 0, 12 = +ya, 213 = —ya. Este cambio 
es muy importante, y por lo tanto decimos que en o: = O hay una bifurcación del 
sistema, o lo que es igual, que el valor de bifurcación para el parámetro « es 0. 


7.8. Comportamientos caóticos 


El comportamiento de un sistema dinámico, lineal o no lineal, depende de 
las condiciones iniciales. En los sistemas lineales esta dependencia es suave, es 
decir que si se escogen dos condiciones iniciales cercanas, el comportamiento 
del sistema será muy parecido. 

Existen algunos sistemas no lineales en los que pequeñas variaciones en 
las condiciones iniciales desencadenan comportamientos muy diferentes; tales 
sistemas se denominan caóticos. 


Ejemplo 7.8 Consideremos el sistema discreto de primer orden descrito por la 
ecuación: 


(2—2)/4 we [0,18/41) 


10% —4 18/41,1/2) 


e(k+1)=/(0(0) — fa)= o 0 
( 


10x-—5 
(3-x)/4 e [23/41, 1] 


f(x) se muestra en la figura 7.11. En la figura 7.12 se muestra el comportamien- 
to del sistema para tres condiciones iniciales muy cercanas: x¿(0) = 0.445+18—11 
(en negro), x¿(0) = 0.445 + 3E — 11 (en azul) y x¿(0) = 0.445+ 5E — 11 (en 
rojo). Nótese cómo a partir de k = 35 el comportamiento del sistema difiere nota- 
blemente aun cuando las tres condiciones iniciales se asemejan mucho. Este tipo 
de comportamiento es caótico. 
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O 0.25 0.50 0.75 1.00 


FIGURA 7.11: Función discreta que origina un sistema caótico 


FIGURA 7.12: Respuesta de un sistema discreto caótico a tres entradas diferentes: 
Za =0.445 + 1-107% (negro), 1 = 0.445 +3-107% (azul) y 7. = 0.445 45-107 
(rojo) 
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Apéndice Á 


Demostraciones de las 
transformadas de Laplace y Z 


A.1l. Propiedades de la transformada de Lapla- 
ce 


La transformada de Laplace de una función f(t) f : R — R es una función 
F(s) F: CC calculada como 


Fl) =Lt10)= / Ed (A.1) 


Sean f(t), f,(0), fa(t) tres funciones cuyas transformadas de Laplace son, 
respectivamente F(s), Fi (s), Fa(s), y a un escalar (real o complejo). Se cumplen 
las siguientes propiedades: 


A.1l.1. Linealidad 


L (At) + f2(t)) = Fi(s) + Fa(s) (A.2) 

Lfaf(t) =aF(s) (A.3) 

Demostración A.1 La propiedad de linealidad de la trasnformada de Laplace se 
desprende de la propiedad de linealidad de la integración. Demostramos primero la 


propiedad de superposición (A.2). 
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La transformada de Laplace de f,(t) + f2(t) es, según la definición (A.1): 


L (40) + 10) = / AO + flojera: 


Debido a que la integración es una operación lineal, podemos separar la integral 
de una suma en la suma de las integrales: 


co +0) =/  ANTd+ / neta 


Las dos integrales corresponden a las transformadas de Laplace de f1(t) y fa(t), 
respectivamente, con lo que queda demostrada (A.2) 


LifU0) + fa(0)) = Fils) + País) 


Para demostrar (A.3) también acudimos a la propiedad de linealidad de la 
integración. La transformada de Laplace de af (t) es 


L4a = A =%tdt=a Ñ tdt = aF(s 
tas (0) / [af (tez “at / Ft)eT* dt =aF(s) 
A.1.2. Diferenciación 


£ (0) =sF(s) — f(0+) (A.4) 


E ( al 0 ) =s"F(s) — Sy RSE E (UN (A.5) 


1=0 


Demostración A.2 Para demostrar (A.4) calculamos la transformada de Laplace 


de la derivada L 
al [21d oe 


de 
Esta integral puede resolverse por partes, haciendo u = e7* y du = El dt y 
por lo tanto du = —se"*dt y v= f(t): 


A et [estos 


La integral es respecto a £, y por tanto s es constante y puede salir de la integral 


A 100 ts SAR 


O E AO 
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A.1. PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 


El valor del límite no está determinado, hasta tanto no se conozca f(t). Sin 
embargo, para todas aquellas funciones que decrezcan, sean constantes, o que 
crezcan más lentamente que e** el valor del límite será O. Este tipo de funciones son 
las que empleamos en análisis de sistemas dinámicos, y en consecuencia podemos 


escribir: 
O 


Esto concluye la demostración de (A.4). 
Para demostrar (A.5), hacemos notar que para n = 1 se reduce a (A.4), y por 


tanto podemos emplear el método de inducción para la demostración: calculemos 
aero A : 
la transformada de $75 empleando (A.4): 


de+D d df* df* df* 

cl ) =£45 e) S cl) a 
de+D f 

cl dt(k+1) ) 27 


¿A E Y ¿Ue mia pa ' 
cl) —= | ¿(+ Es) - Ys +1)=4= fO(0+) el )(0) 


t=0+ 


q= 


El término f*(0) puede escribirse como s((*+10=i=D £(%)(0) cuando ¡= k, e 
incorporarlo en la sumatoria 


de El —= | ¿(k+1) : (k41)-i-1 £(3) (q + 

£ Í ETT) ) =|s E(s) > ¿* pu (07) 
r de 2 k+1 q k+1)-i-1 £(0) (n+ 
(5 E) > sí F(s) — > s4+D) fO0 ) 


Esta expresión corresponde a (A.5) para (k+1) lo que completa la demostración 
por inducción. 


A.1.3. Desplazamiento en la frecuencia 


L [e f(6)) = F(s-a) (A.6) 
Demostración A.3 La transformada de Laplace de e“! f(t) es 
cer) =/ recoja | e 6-0 (dt 
0 0 


La integral corresponde a la definición de la transformada de Laplace (A.1), pero 
evaluada en s — a en lugar de s, es decir: 


L [e f(t)) = F(s-a) 
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A.1.4. Multiplicación por t 


eto) = E (A7) 


cry = a EE (43) 


Demostración A.4 Para demostrar (A.7) calculamos la derivada de F(s) respecto 


as az rro) 


La derivada se hace respecto a s y la integral respecto a t, por lo tanto la 
derivada puede incorporarse dentro de la integral 


m0 > Jl - Leo“) dt 


Como la derivada es respecto a s, t y f(t) son constantes: 


ml) = de —tf(0e “dt = -f [Ef (1)]e7tdt 


La integral corresponde a la transformada de Laplace de tf (t), lo que completa 


la demostración de (A.7). 
Para demostrar (A.8) resaltamos que cuando n = 1 se convierte en (A.7), y 


por tanto podemos emplear el método de inducción. Al evaluar (A.8) en n = k se 


obtiene 


L(t*f(t)) = y E 


La derivada k +1 de F(s) respecto a s es 
detDE(s  d (E) 


dsk+D > ds | dsk 
de+Dr(s)  d 1 
A ao) 
de+Dp(s) 1 d E 
A ll et [ef (0) de] 


Como la integral es respecto a t y la derivada respecto a s se tiene: 


(+1) p(s 0o 
cio E RAE / O) dt 


dsd (-1 ds 

de+D F(s) 1 O 

an ==/ ef) le ] at 
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de+D E(s) 1 En 
A AIN q (k+1) —st 
dst+D) >= (EL) 0D 0 t Ft) "dt 


La integral corresponde a la transformada de Laplace de ia DEAR es decir: 


d+ p(s) 
a NA (k+1) 


Esta expresión resulta ser igual a (A.8) evaluada en n = k + 1 con lo que se 
completa la demostración. 


A.1.5. Teorema del valor inicial 
lím f(t) = lím sF(s) (A.9) 
t=>0+ Ss—>00 


Demostración A.5 Para demostrar (A.9) consideremos primero la propiedad de 
diferenciación (A.4) y calculemos el límite cuando s —> oo a cada lado de la 
igualdad: 


Ss—00 


lím E] = lím [sF(s) — £(0*)] 


S—>00 


eS t 
lím / Da] = lím [sF(s) — f(0*)] 
0 dt 00 
Cuando s — oo la integral se hace cero, y por lo tanto tenemos 


lím [sF(s) — f(0*)] 


Ss—00 


Dado que f(0+) es independiente de s, y además f(0*) = lim,_,p+ f(t) se 
tiene 
lím sF(s) =f(07)= lím f(t) 


Ss—=00 t=>0+ 


A.1.6. Teorema del valor final 


lím f(t) = lím sF(s) (A.10) 


t—=o00 


Demostración A.6 Para demostrar (A.10) consideremos primero la propiedad de 
diferenciación (A.4) y calculemos el límite cuando s —> 0 a cada lado de la igualdad: 


LO) orto) 100) 
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lím E (E = lím [sF(s) — £(0)] 


s>0 dt 


lím IN cria — = lím [sF(s) — f(0*)] 


s=>0 


Cuando s => 0 la integral se simplifica 


UN df (t La > = lím f(t) — F(0*) = lm [sF(s) — F(0*)] 
Con lo que resulta 


lím f(60) = lím sF(s) 


t=o00 


A.1.7. Convolución 
Lifi(t) * falt)) E Fi (s)F2(s) 
fi(t) * f2(t) So fut 7)f(r)jdr 


Demostración A.7 Para demostrar (A.11) calculemos la transformada de Laplace 
de la convolución entre f,(t) y fa(t): 


(A.11) 


mo 


LALO «fa(0) = a ÍN nas) o 


LA ft) * falte) = a VISTAS ya e*tdt 


L1( ft) * fa(t)) = Posta )e7* fo(r)drdt 


Podemos intercambiar el orden de integración y reagrupar: 


LLA(t) * fat) = Pntn )e7* fo(r)dtdr 


L (fit) * ft) = Pro UN fi(t-—r) Code ar 


Ahora efectuamos un cambio de variable £ =t— 7 de tal manera que d£ = dt 
e 
corr [Pan | octenas| ar 


Lift) y= [tn ara IN fi(€ ES 
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A.1. PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE 
Como £ es independiente de 7 podemos sacar la integral 


cinto) | ocres] | anerar| 


=T 


Además, consideramos que f,(t) vale cero para valores negativos de t, y por 
tanto podemos modificar los límites de la integral, completando así la demostración 


LA) + falt)) = | UN IS | 0 tarea] 
L1fi(t) x fa(t)) = Fi(s) Fa(s) 


A.1.8. Desplazamiento en el tiempo 


LAT) =e *"F(s) (A.12) 
Demostración A.8 La transformada de Laplace de f(t — T) es 
L(f(t-T)= / Ft-Tje “at 
0 


Efectuando el cambio de variable 7 = t — T' de tal manera que dt = d7 y 
t=T+T se tiene 


Lif4-D)= E mes +Dar oe E fr) eTeTar 


Como la integral es respecto a 7 y T' es constante, puede sacarse de la integral 
el término e 7 


LIift—-TDi=e * E me" dr 


Si asumimos que f(t) vale cero para todo valor negativo de t, entonces los 
límites de la integral pueden modificarse así: 


oy 0 Haje"Tar 


La integral corresponde a la transformada de Laplace de f, en dónde la variable 
en la que se calcula se ha denominado ahora T en lugar de t, es decir: 


L(H(m) = e F(s) 
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A.2. Propiedades de la transformada Z 


La transformada Z de una función f(k) f : Z— R es una función F(z) 
FCC calculada como 


F(2) = Z (f(k)) = 2 (A.13) 


Sean f(k), f1(k), fa(k) tres funciones cuyas transformadas Z son, respec- 
tivamente F(z), F¡(z), Fa(2) y a un escalar (real o complejo). Se cumplen las 
siguientes propiedades: 


A.2.1. Linealidad 
Z[fi(k) + f2(k)) = Fi(2) + Fa(2) (A.14) 


Zlaf(k)) = ar (2) (A.15) 
Demostración A.9 La propiedad de Linealidad de la transformada Z se desprende 
de la propiedad de Linealidad de la sumatoria. Demostramos primero la propiedad 
de superposición (A.14). 
La transformada Z f(k) + f2(k) es, según la definición (A.13): 


24410) + £2()) =d 24%) + f2(%)] 
k=0 


Debido a que la sumatoria es una operación lineal, podemos separarla en la 
suma de dos sumatorias: 


Z ($16) + fo(k)) = >> Ef, (k) +9 E fa(k) 


Las dos integrales corresponden a las transformadas Z de f,(k) y fa(k), res- 
pectivamente, con lo que queda demostrada (A.14) 


Z [f1(k) + fa(k)) = Fi(2) + Fa(2) 


Para demostrar A.15 también acudimos a la propiedad de linealidad de la su- 
matoria. La transformada Z de af(k) es 


Z(af(k)) =d 2laf(%)] = a) 2"M[f(4)] = aF(2) 
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A.2.2. Diferencia positiva 


ZAFELD) =P =210) (A.16) 
Z(H+n)=24F(2)- Y 1) (A.17) 
2=0 


Demostración A.10 Para demostrar A.16 calculamos la transformada Z de la 
diferencia f(k +1) 


ZAf+D)= Y) 2 SD) =2 IND) (2) +2 (8B)+ 
k=0 
Si dividimos a cada lado de la ecuación por z tenemos 
AZAR D)= 2D AD) A 


Si sumamos a cada lado de la ecuación 270f(0) = F(0) 
EZ LFRA DIA RO) == 0) +2 ED) += Y) 2 Pf) 


La sumatoria resulta ser la transformada Z de f(k), es decir 
2 Z[fk+1))+$(0) =F(2) 


De donde se deduce que 


22 [F(k+1)) =F(2) — £(0) 
Z Af (6 +1)) = 2F(2) — 2£(0) 
Esto concluye la demostración de (A.16). 
Para demostrar (A.17) calculamos la transformada Z de f(k + mn) 


Z[f(k+n)=) 24m =2 fm) +2 04D) 422 f(m42) +: 
k=0 
Si dividimos a cada lado de la ecuación por 2” tenemos 
Zn) =P 420 o) (+2) +++ 
Si sumamos a cada lado de la ecuación 29 f(0)+271f(1)+---+2 "+ f(n-1) 
PZA) 2 O) 42 + +27 (+1) = 
NO) HAD A 2 (nm 1)+ 
far ln) (+2) +++ 
=) 2514) 


k=0 
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La sumatoria resulta ser la transformada Z de f(k), es decir 
EZ FA nm) O) +2 +A +20 (m1) =F(2) 


De donde se deduce que 


Zn) = FO 10-242" (m1) 
Z(S(k+n)= MF) 20) 2) 2 (m1) 
Z((k+n)) ="F(2)- Vip) 

1=0 


Esto concluye la demostración de (A.17). 


A.2.3. Escalamiento en la frecuencia 


Z laFf(t)) =F(2/a) (A.18) 


Demostración A.11 La transformada Z de a* f(k) es 


La integral corresponde a la definición de la transformada Z (A.13), pero evaluada 
en z/a en lugar de z, es decir 


Z la" f(t)) = F(2/a) 


A.2.4. Multiplicación por k 


ZAR) = 27 (FG) (A.19) 


d 
ER" f()) = 22 [HD f(x) (A.20) 
dz 
Demostración A.12 Para demostrar (A.19) calculamos la derivada de F(2) res- 
pecto a z 
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A.2. PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA Z 


Multiplicando por z a cada lado de la ecuación se tiene 


dE(z a 
z ED Pf (e) 


La sumatoria corresponde a la transformada Z de kf(k), lo que completa la 
demostración de (A.19) 

Para demostrar (A.20) definamos una función g(k) = k("=D £(k) y apliquemos 
(A.19) 


Z (kg(k)) = 25 1G(0)) 
E HRO=D JM) =2 E (2 (ao) 


24500) =2 (2 (100 100))) 


Lo que completa la demostración de (A.20) 


A.2.5. Teorema del valor inicial 


f(0) = lím F(z) (A.21) 


2-00 


Demostración A.13 La demostración de (A.21) se desprende de la definición de 
transformada Z (A.13) 


00 


F(2) =2"(k) 


k=0 
FlO)=2 0+2"HD+2 212) +-*- 
Fla) =f(0+2 (0) +2 f(2)+--> 


Cuando z¿ => oo cada uno de los términos de la derecha se hace cero, salvo 
F(0) lo que completa la demostración 


lím F(2) = f(0) 


2—>00 


A.2.6. Teorema del valor final 


lím f(k) = lím(2- D)F(2) (A.22) 


k—=00 2=>1 


Demostración A.14 Para demostrar (A.22) calculemos la transformada Z de la 
expresión f(k +1) — f(k) y apliquemos la propiedad de diferencia positiva (A.16) 


[A( +1) — £(4)]27* 


Y 


ZA +1)— 0), 
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2F(2) = 2f(0) = a im Y LA +1) FE) 


(DP) -2f(0)= Mm EN $041) $0] 


Al tomar el límite cuando z — 1 se dde 


lím (2 — 1)F (2) in 21 (+1) (6) 


2>1 


lí 14) = 40) 70) - MD 0 7G=D E J0+D= $0) 


lim(== D)F()=f(0)= lím [-F(0) + (3 +1) 


Como f(0) es independiente de j puede salir del límite, con lo que se completa 
la demostración 


lim (2 — 1)F(=) — £(0) = —F(0) + lim S(+1) 


2>1 
Lím (2 -DF(2)= lím fji+1)= lím £(5) 
2> j>0w0 j>0w0 


A.2.7. Convolución 


ZA fi () * fa(k)) = Fi(2)Fa(2) 
Fu) + fa) = Lo A) fal — Ki) a 


Demostración A.15 Para demostrar (A.23) calculemos la transformada Z de la 
convolución entre f,(k) y fa(k): 


E [f1(k) x fa(k)) = a9=z (Eso )fa(h — »] 
Z [f1(k) + f2(%)) = abit )f2(h— 1 


h=0 Lk=0 


Podemos intercambiar el orden de las sumatorias y reagrupar los términos: 
¡[cel 
Z 1 f1(h) + fa(K)) = En F(%) DAN kh)" 
h=0 
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Efectuamos el cambio de variable r = h — k que implica h =7 +k 


Z [f1(k) x f2(k)) = 0 SN” faro? 


r=—k 
Z [fr k)) = Y) 2 Y IAE 
r=—k 
Z(fi(k) * fa(k NN Al Y pan 
r=—k 


Si consideramos sólo funciones f(k) que valgan cero para valores negativos 
de k podemos cambiar los límites de la sumatoria, con lo que se completa la 
demostración 


Z [f1() k)) = Estos Al ana 
r=0 


Z 1 f1(k) « f2(k)) = Fi(2)Fa(2) 


A.3. Parejas de transformadas de Laplace 


A.3.1. Escalón unitario 


Sea 
1 sit>0 
10 =540 =4y sit<O 


La transformada de Laplace de f1(t) será 


00 00 =st ¡00 
L(u(0) = de (tdt = dl estay = E 
0 0 8 


0 —=S —=8 


L1u(0) =0-(=)= 


A.3.2. Exponenciales 


Sea f2(t) = e**u(t). Para obtener la transformada de Laplace de f2(t) apli- 
camos la propiedad de desplazamiento en la frecuencia (A.6) a la transformada 
del escalón (A.24) 


LLetu(o))=£ta0)-.==| = (4.25) 
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A.3.3. Sinusoides 
Seno 


Sea f3(t) = sin (wt)yu(t). Para obtener la transformada de Laplace de f3(t) 
empleamos la Fórmula de Euler para reescribir la función: 


. ejot Ls ejuwt 
£(0) =sin (but) = 0 
Al aplicar la transformada de Laplace a cada lado de la igualdad resulta 
ejwt ón ejwt 


£tsinnuo) ==) ) = q lee) (0) 


Cada una de las dos transformadas de Laplace puede obtenerse empleando 
A.25: 


L (sin (wt)u(t)) | ] 


=2j s=jw s+jw 


Al efectuar la suma se obtiene 


Pio) = 5 XA a E Ez 
L(sin(ob(0) = 57 (A.26) 


Coseno 


Sea f4(t) = coswt. Para obtener la transformada de Laplace de f4(t) podría- 
mos emplear la fórmula de Euler; sin embargo, optamos por otra posibilidad: 
empleamos la propiedad de diferenciación (A.4) y la aplicamos a la transfor- 
mada de sinwt, (A.26): 


1d. 
fa(t) = coswt = al sinwt 


£ [cos (wt)u(t)) = z L sin (ato) | 


w 


£ (eos (cot)u(t)) = 7 [sC(sin (ot) lt)) — simcot yo) 
£L (cos (wt)u(t)) = - => E sins 
L (cos (wt)m(0) = (4.27) 
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A.3.4. Sinusoides amortiguadas 


Sean f5(t) = e sin (wt)u(t) y felt) = ecos (wt)u(t) . Para obtener la 
transformada de Laplace de f5(t) y f6(t) aplicamos la propiedad de desplaza- 
miento en la frecuencia (A.6) a las transformadas de seno y coseno (A.26) y 


(A.27): 
L fent sin (wt)u(t)) = y (A.28) 
L fest cos (wt)u(t) = CEDE (A.29) 


A.3.5. Rampas, parábolas y monomios de t 


Sea f7(t) =t”u(t). Para calcular la transformada de Laplace de f7(t) apli- 
camos la propiedad de multiplicación por el tiempo (A.8) a la transformada del 
escalón unitario (A.24). 


cor ora (4:30) 


S 


Para los casos particulares en que n = 1 y n = 2, la función t”u(t) se 
convierte en las funciones rampa y parábola unitarias, respectivamente: 


£ds(t) =tu(t)) = (A.31) 


£(fo(t) =*Pu(t) = 3 (4.32) 


A.3.6. Exponenciales por t” 

Sea fio(t) = t"e**u(t). Para calcular la transformada de Laplace de fio(t) 
aplicamos la propiedad de desplazamiento en la frecuencia (A.6) a la transfor- 
mada del t”(t) (A.30) 


LA fio(t) =t1"eu(t)) = (A.33) 


A.3.7. Sinusoides por t 


Sea fi1(t) = tsin (ut)u(t). Para calcular la transformada de Laplace de 
f11(t) aplicamos la propiedad de multiplicación por el tiempo (A.7) a la trans- 
formada de sin(wt)u(t) (A.26) 


£ [tsin (wt)u(0) = -— ES = EDO (4.34) 
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Sea fi2(t) = tcos (wt)u(t). Para calcular la transformada de Laplace de 
fi2(t) aplicamos la propiedad de multiplicación por el tiempo (A.7) a la trans- 
formada de cos(wt)yu(t) (A.27) 


cti. E ES = PFI (A.35) 


ds |s? + w2 $2 + w2)2 


A.3.8. Sinusoides amortiguadas multiplicadas por t 


Sea fi3(t) = te”! sin (wt)pu(t). Para calcular la transformada de Laplace de 
fia(t) aplicamos la propiedad de desplazamiento en la frecuencia (A.6) a la 
transformada de tsin(wt)u(t) (A.34) 


L [te sin (wt)u(t)) = a (A.36) 


Sea fia(t) = te”! cos (wt)u(t). Para calcular la transformada de Laplace de 
Fia(t) aplicamos la propiedad de desplazamiento en la frecuencia (A.6) a la 
transformada de tcos(wt)u(t) (A.35) 


(s — a)? — w? 


at a 5% 
A.4. Parejas de transformadas Z 
A.4.1. Escalón unitario 
Sea 
1 sik>0 
fi (k) = n(k) E do sik<o0 
La transformada Z de f,(k) será 
Zu) =D 2) =D (2) =D (07) 
k=0 k=0 k=0 
La sumatoria puede calcularse recordando que Dj_¿ a* = 2 (siempre y 
cuando la serie converja, es decir, con Ja] < 1) 
1 Z 
Z uk) === (A.38) 
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A.4.2. Series geométricas 


Sea fa(k) = a*u(k). Para obtener la transformada Z de f2(k) aplicamos la 
propiedad de escalamiento en la frecuencia (A.18) a la transformada del escalón 
(A.38) 


z z/a z 


Zfab uk) =2Z haa = | = 


z e z[a=1  z=a 


(A.39) 


A.4.3. Sinusoides 


Seno 


Sea f3(k) = sin (ak) u(k). Para obtener la transformada Z de f3(k) emplea- 
mos la Fórmula de Euler para reescribir la función: 


] ejak ol ejak (eday* EN (e=iay* 
309 = siax(al() = mt) = a 


Al aplicar la transformada Z a cada lado de la igualdad resulta 


eda ko ea k 
Z (sin (ata) = 2 ZE a) ) = 


Z sin (ay) = y [E Lleó) 0) — 2 (0) 10) 
Cada una de las dos transformadas Z puede obtenerse empleando A.39: 
z (sin (auto) = 5 | | 
23 [2-00 ¿e Ja 
Al efectuar la suma se obtiene 


. 1 224 — get ¿24 zeta 
ARCAS AR = 


Z (sin (ak)u(a)) = | 


22 — 22542 +1 


Las fracciones que contienen exponenciales complejas pueden reescribirse 
empleando la fórmula de Euler: 


. zsina 
yA [sin (ak)u(a) y = ADT TR (A.40) 
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Coseno 


Sea fa(k) = cos (ak)u(k). Para obtener la transformada Z de f4(k) emplea- 
mos la Fórmula de Euler para reescribir la función: 


ejak ejak eja k eTja k 
fa(t) = cos (ak)u(x) = HECA p) ERE, 


Al aplicar la transformada Z a cada lado de la igualdad resulta 


2 toostaryuto) a [AAA o) 


Z (cos (ak)u(k)) = 5 [EI Fn(k)] +2 4(0 9 p(k)]] 


Cada una de las dos transformadas %Z puede obtenerse empleando A.39: 


2 [cos (ak)u(a)) => — a 5 


Al efectuar la suma se obtiene 


1 23 ¿004 zm zed 
Z (cos (ak)u(a)) = 5 A = 
2 ¿e 


Z (cos (ak)u(a)) = A 
ay e-ja 
e e 
Las fracciones que contienen exponenciales complejas pueden reescribirse 
empleando la fórmula de Euler: 


Z £cos (ak)u(a)) = HH 980 (A.41) 


22—2zcosa + 1 


A.4.4. Sinusoides amortiguadas 


Sean fs(k) = bEsin (ak)u(k) y fó(k) = d*cos (ak)u(k). Para obtener la 
transformada Z de fs(k) y fe(k) aplicamos la propiedad de escalamiento en la 
frecuencia (A.18) a las transformadas de seno y coseno (A.40) y (A.41): 


Z gi bsina 
e 
15" sin (ak)u(4); (2)? -2fcosa+1  22-—2bcosa + b? 
a (2) — ¿cosa 2 — zbcosa 
Z (8 cos (alt) = 22 qee 


(54-22 c0s0:41 2 —2bcosa + b? 
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A.4.5. Rampas y monomios de k 


Sea f7(k) = ku(k). Para calcular la transformada Z de f7(k) aplicamos la 
propiedad de multiplicación por el tiempo (A.19) a la transformada del escalón 
unitario (A.38). 


| d - (-D-2 


2-1 e (2 — 1)? 


Z (ku(k)) = E (A.44) 


Para obtener la transformada Z de k”(k) es necesario aplicar en forma 
iterativa la propiedad de multiplicación por el tiempo (A.19). 


A.4.6. Series geométricas por k” 


Sea f3(k) = ka*u(k). Para calcular la transformada Z de fs(k) aplicamos 
la propiedad de multiplicación por el tiempo (A.19) a la transformada de las 
series geométricas (A.39). 


AS AS _ ¿602 


dz lz=a 
az 


Z [ku(t)) = ear (A.45) 


Para obtener la transformada Z de k”a* u(k) es necesario aplicar en forma 
iterativa la propiedad de multiplicación por el tiempo (A.19) 


A.4.7. Sinusoides por k 
Seno 


Sea fo(k) = ksin(ak)u(k). Para calcular la transformada Z de fa(k) apli- 
camos la propiedad de multiplicación por el tiempo (A.19) a la transformada 
de seno (A.40). 


Ñ d sin a 
AS A laa 


Z [ksin(ak)u(k)) = 
(2? — 22c05a + 1) sina — zsina(2z — 2cosa) 
(22 — 22 cosa + 1)? 


Z [ksin(ak)u(k)) = 
2? sin a — 22 cos asin a + sin a — 22? sin a + 22 sina cos a 


(22 — 22c0sa + 1)? 
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2 sina + zsina 


AS o m1 


(A.46) 


Para obtener la transformada Z de k” sin(ak)u(k) es necesario aplicar en 
forma, iterativa la propiedad de multiplicación por el tiempo (A.19). 


Coseno 


Sea fio(k) = ksin(ak)y(k). Para calcular la transformada Z de fio(k) apli- 
camos la propiedad de multiplicación por el tiempo (A.19) a la transformada 
de coseno (A.41). 


d 22 — zcosa 


da l2—22c0sa +1| 


Z [kcos(ak)u(k)) = 


Z [kcos(ak)u(k)) = 
(22 — 22c08a + 1)(22 — cos)a — (2? — 2 cos a)(22 — 2cosa) 
(22 — 22 c0sa + 1)? 


Z [kcos(ak)u(k)) = 
22% — 22 c0sa — 42? cosa +22 c08? a +22 — cosa 
—22% + 22? cos a + 22? cos a — 22 cos? a 
(22 — 22c0sa + 1)? 


(2? — 1) cosa + 22 


Z [k cos(ak)u(k)) = E (2—22c0sa + 1)? 


(23 + 2) cosa — 22? 


PARA coa ray 


(A.47) 


Para obtener la transformada Z de k” cos(ak)u(k) es necesario aplicar en 
forma iterativa la propiedad de multiplicación por el tiempo (A.19). 


A.4.8. Sinusoides amortiguadas por k 


Sean f11(%) = kd* sin (ak)u(k) y f12(k) = kb* cos (ak)u(k). Para calcular la 
transformada Z de fi1(k) y f12(k) aplicamos la propiedad de escalamiento en la 
frecuencia (A.18) a las transformadas de ksin(ak)u(k), (A.46) y kcos(ak)u(k), 
(A.47) 


(2/b)* sin a + (2/b) sina 


Z [kb* sin (ak)u(k)) = GIN I/O cosa+ 1? 
2% sina 3zsina 
Z [1b* sin (ak)p(k)) = A (A.48) 
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z 3 Zz COSsa — 21Z 5 
Z (1 costara) - EE 


bz3 + b%2) cosa — 2b?2? 
sa) LESA 
(A con (ae y (22 — 2bz cos a + b?)? 

Para obtener las transformadas Z de k”dsin(ak)u(k) y k"b* cos(ak)u(k) 
es necesario aplicar en forma iterativa la propiedad de multiplicación por el 
tiempo (A.19). 


(A.49) 
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Apéndice B 


Diagramas de Bode para sistemas 
continuos 


B.1. Definición 


El valor de una función de transferencia F(s), para un s específico, es un 
número complejo cuya amplitud es |F(s)] y cuyo ángulo es arg [F(s)). Los 
diagramas de Bode para sistemas continuos muestran cómo varía la amplitud 
y el ángulo de ese número complejo, cuando s toma todos los posibles valores 
del eje imaginario positivo (s = jw;  w E (0,00)). Específicamente se definen 
los siguientes diagramas: 


Diagrama de magnitud 
= La abscisa (eje horizontal) muestra el valor de w en escala logarít- 
mica. 


= La ordenada (eje vertical) muestra la magnitud de F(¿jw) medida en 
decibeles: 


Fdw) len ay = 2010810 F(jw)| 
Diagrama de fase 


= La abscisa (eje horizontal) muestra el valor de w en escala logarít- 
mica. 


= La ordenada (eje vertical) muestra el ángulo de F(jw) medida en 
grados o radianes. 
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B.2. Construcción de los diagramas de Bode 


Debido a las escalas empleadas en los diagramas de Bode, éstos pueden ser 
construidos en forma aproximada mediante trazos rectos. La figura B.1 muestra 
los diagramas de Bode aproximados para funciones sencillas de orden 1. 

La figura B.2 muestra los diagramas de Bode para funciones de orden 2; en 
estos casos, las aproximaciones pueden ser bastante lejanas de los diagramas 
exactos, dependiendo del factor de amortiguamiento £. Por esta razón se han 
trazado los diagramas exactos para una función de segundo orden (para el 
primer caso de la figura B.2), en las figuras B.3 y B.4 

Para funciones de transferencia más sofisticadas que las de las figuras B.1 
y B.2 el procedimiento consiste em: 


1. Descomponer la función de transferencia como productos de términos más 
sencillos. 


2. Trazar los diagramas de Bode estas funciones. 


3. Sumar punto a punto los diagramas obtenidos en el paso anterior para 
obtener los de la función original. 


Ejemplo B.1 Considérese la función de transferencia 


(s +10) 


ES) = EDGE 100) 


Esta función puede descomponerse como el producto de cuatro funciones de 
transferencia más sencillas: 
s+10 1 100 1 
10 s+1s5s>+100 10 


Fals) Fp(s) Fo(s) Fo(s) 


F(s) = 


Cada una de las funciones Fa(s), Fgl(s), Fo(s) y Fp(s) son de la forma 
que se muestra en las figuras B.1 y B.2. Pueden trazarse los diagramas de Bode 
aproximados de estas funciones, y luego sumarlos punto a punto para obtener los 
diagramas de F(s) 
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FIGURA B.1: Resumen de los diagramas de Bode aproximados para sistemas 
continuos de primer orden (los cuatro primeros casos son exactos) 
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A 
s .+2£0n s+w? 


¿g0n >0 


—40db/dc 


A AN 
s242E0y s+w2 ON 
nm <0 
Su —40db/de 


40db/de 
s 4209 s4wz as 
W> VY 
¿0 >0 
40db/de 
s +20 s+wz yes 
A Y 
¿0 <0 


page 236 — 


44260 j 


FIGURA B.2: Resumen de los diagramas de Bode aproximados para sistemas 


continuos de segundo orden 
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FIGURA B.3: Diagrama de Bode de magnitud para un sistema continuo de segundo 
orden con distintos factores de amortiguamiento 
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FIGURA B.4: Diagrama de Bode de fase para un sistema continuo de segundo orden 
con distintos factores de amortiguamiento 
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Carta de Nichols 


Supóngase la función de transferencia (C.1), que corresponde a un sistema 
realimentado simple con realimentación unitaria, 


G(s) 


=“———_—_— 1 
)=1+c(8 SE 
Al evaluar F(s) en s = ju la ecuación (C.1) se convierte en 
y G(juw) 
F = ——=— C.2 
0)=1603 2) 


Podemos calcular la magnitud y el ángulo de F(jw), a partir de la parte 
real y la parte imaginaria de G(jw): 


Glju) = X +jY (C.3) 


Al reemplazar (C.3) en (C.2) se obtiene 


+ ¿Y 
F ll A 
iS a q 
La magnitud de F(jw) será 
YX A YE 
M=IPG= GA (0.5) 
El ángulo de F(jw) será 
Ye Y” 
Qu = argF(juw) = tan”? (7) == tan”? (5) (C.6) 
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La tangente del ángulo de F(jw) será 


N =tan(a) = tan (arg F(jw)) (C.7) 


En las secciones C.1 y C.2 se muestra cómo (C.5) y (C.7) corresponden a 
las ecuaciones de unas circunferencias, para M y N constantes. 


C.1. M-circunferencias 
Al elevar al cuadrado la ecuación (C.5) se tiene 


mM?= X?4Y? Xx? 4 Y? (0.8) 
—(1+4X)+Y2 1+2X+X2+ Y2 


Que puede reescribirse como 


M?+2XM?+ Xx2M? + Y2M? = xXx? 4 y? 
X2(1- M?) -2M?X —- M?+(1- M23)Y?=0 
2M?2 M? 
TSE O E C.9 
“ueno “men 9) 


La ecuación C.9 es una cuadrática, y para analizarla completamos el cua- 
drado en X: 


sa OMA M* MA Mm 
tara tara RI 
M?-— M?(M? —1) 
MENE o ML Mm y 
ara) + -ar 7 (ara) e 


La ecuación (C.11) corresponde a la de una circunferencia con centro en 
2 . Y . . 
(1450) y radio ar" Estas circunferencias se conocen como las M- 


circunferencias. 


C.2. N-circunferencias 


Empleando (C.6) y la identidad trigonométrica 


tan A — tan B 


tan A - B= —___— 
1 + tan A tan B 


la ecuación (C.7) se convierte en 
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Y_ 
Ap E EX 
EL E 
X TEX 
que puede reescribirse como 
Y4XY-XY 


Xao  Y+XY-XY 


N= —_ _ _ 
X+X24Y2 2 2 
E O 
2 2 eg 
+ X YY? =0 (C.12) 


La ecuación (C.12) corresponde a una cuadrática y para analizarla comple- 
tamos los cuadrados en X y en Y 


1 Y TS, LAS Ne pi 
xx 4 + Y? 74 (33) =3+ (25) METICA (C.13) 


IN? 1 Y" N?+1 
X+=2x Y-Rm=m) === C.14 
( E 5) y ( 2N ) 4N2 ( ) 
La ecuación (C.14) corresponde a la de una circunferencia con centro en 
(-3, 4) y radio ¿y VN? + 1. Estas circunferencias se conocen como las N- 
circunferencias. 


C.3. Carta de Nichols 


Las ecuaciones (C.11) y (C.14) muestran que en un plano que tenga por ejes 
X y Y, es decir la parte real y la parte imaginaria de G(jw), el lugar geométrico 
de las magnitudes y ángulos de F(jw) constantes son las M-circunferencias y 
N-circunferencias respectivamente. 

En la figura C.1 se muestran algunas de estas circunferencias, para unos 
valores específicos de la magnitud y el ángulo de F(jw). Esta figura se conoce 
como la Carta de Nichols en coordenadas rectangulares. La principal utilidad 
de esta carta es la de poder determinar en forma gráfica el valor de F(jw) a 
partir de G(¿jw), es decir, calcular de forma gráfica la ecuación (C.2). 

Sin embargo, resulta más sencillo conocer la magnitud y el ángulo de G(jw) 
que sus partes real e imaginaria, empleando para ello los diagramas de Bode; 
por esta razón se propone trabajar con la carta de Nichols en coordenadas 
polares que se muestra en la figura C.2, cuyos ejes corresponden a la magnitud 
y ángulo de G(jw). En estos ejes las M-circunferencias y N-circunferencias se 
distorsionan, y pierden su forma de circunferencia. 
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:arg(F(jw)) 


——— | F(jw)len ab 


FIGURA C.1: Diagrama de Nichols en coordenadas rectangulares 


0 36 nm 108 144 180 216 252 288 324 360 
arg(G(jw)) 
AAA JF(j)len db :arg[F(jw)) 


FIGURA C.2: Diagrama de Nichols en coordenadas polares 
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Apéndice D 


Apuntes de álgebra lineal 


D.1. Espacios vectoriales 


D.1.1. Estructuras algebráicas básicas 


Definición D.1 Grupo 
Un conjunto I' dotado de una operación binaria € tiene estructura de grupo si la 
operación satisface las siguientes propiedades: 


G.1 Clausurativa (Cerradura): Vx,yeT xO0yET 


G.2 Asociativa: V x,y,2€T” (x0y)02=10(y02) 
G.3 Modulativa: 30€ |VreT z90=x 


G.4 Invertiva: VxeT 3(-2)|20 (-1)=0 


Definición D.2 Grupo conmutativo 
Un conjunto I' dotado de una operación binaria € tiene estructura de grupo con- 
mutativo o grupo abeliano si la operación satisface las propiedades de grupo y: 


G.5 Conmutativa: Vx,yE€l' 20y=YyODz 


Ejemplo D.1 El conjunto T = fa,b, cy dotado con la operación Q descrita en la 
tabla 
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tiene estructura algebráica de grupo conmutativo, en donde el módulo O de Q es 
el elemento a. 


Ejemplo D.2 El conjunto T = (0, 1) dotado con la operación suma usual no tiene 
estructura de grupo porque no se satisface la propiedad clausurativa (1+1= 24 
TD). Sin embargo, con la operación $ descrita en la tabla sí tiene estructura de 


grupo 


Rolo 
Oro 
a 


Definición D.3 Anillo 
Un conjunto I' dotado de dos operaciones binarias € y 6% tiene estructura de anillo 
si las operaciones satisfacen las siguientes propiedades. 

Para la operación € 


R.1 Clausurativa: Vx,y€T x0yET 


R.2 Asociativa: Vx,y,2€T” (10y02=10(Yy02) 


R.3 Modulativa: 30€ |Vxel zo0=zx 


R.4 Invertiva:VxeTD 3(-2)|120(-2)=0 


R.5 Conmutativa: Vx,y el xDy=yOD 
Para la operación 
R.6 Clausurativa: Vx,y el 18yET 
R.7 Asociativa: Vx,y,2€T” (189y)92=08(y08 2) 
Para las dos operaciones 
R.8 Distributiva respecto a 9:Vx,y,2€T” 28 (y02)=(280y)09 (182) 


Definición D.4 Anillo modulativo (anillo con unidad) 

Un conjunto I' dotado de dos operaciones binarias € y Y tiene estructura de anillo 
modulativo o de anillo con unidad si las operaciones satisfacen las propiedades de 
anillo y además la operación 6 satisface: 


R.9 Modulativa: 31€T|VreT 281=181=x 


Definición D.5 Anillo conmutativo 

Un conjunto I' dotado de dos operaciones binarias € y Y tiene estructura de anillo 
conmutativo si las operaciones satisfacen las propiedades de anillo y además la 
operación Y satisface: 


R.10 Conmutativa:Vx,y el 18y=Yy8z 
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Definición D.6 Campo 
Un conjunto I' dotado de dos operaciones binarias € y Y tiene estructura de campo 
si tiene estructura de anillo conmutativo con unidad. 


Ejemplo D.3 Algunos de los campos más conocidos son los reales RR, los complejos 
C y el conjunto de las funciones racionales de s con coeficientes reales R(s). 


D.1.2. Definición de espacio vectorial 


Definición D.7 espacio vectorial 
Sea un conjunto T y F : (9,9,8) un campo. A los elementos de T' se les 
denomina vectores, y a los elementos de D escalares. I' tiene estructura de espacio 
vectorial sobre F si está dotado de una operación binaria + (suma vectorial) y 
una operación - entre elementos de T y 9 (producto por escalar) que cumplen las 
siguientes propiedades: 
Para la suma vectorial 


V.1 Clausurativa: Vx,y e x+yel 
V.2 Asociativa: Vx,y,2€T'” (1+y)+2=u+(Yy+2) 
V.3 Modulativa: J0€TD |VxeT x+0=x 


V.4 Invertiva:VxeT 3(-2)|1+(-x)=0 
V.5 Conmutativa: Vx, y El z+y=y+x 
Para el producto por escalar 
V.6 Clausurativa: VxE€T,Vaeb a-:Eer 
V.7 Asociativa: Vx €T,Va,BEo (408 PB):2=0:(B:x) 
V.8 Modulativa: Vx € I', 1.x=x. 1 es el módulo de 6 


V.9 Anulativa: V x € T, 0. x = 0. En donde O es el módulo de €, y O es el 
módulo de + 


Para las dos operaciones 


V.10 Distributiva respecto a +:VWx,y €T,Va€D a-(2+y)=(a-x2)+(a: y) 


V.11 Distributiva respecto ad: Vx €T, Va,BE€B (008):1= (a:1)+(8-1) 


Ejemplo D.4 Uno de los espacios vectoriales más conocidos, y que servirá para 
futuros ejemplos en este capítulo, es el formado por IR? sobre el campo R con las 
operaciones usuales. En general, C” sobre el campo C con las operaciones usuales 
forma un espacio vectorial. 
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Ejemplo D.5 El conjunto de todos los polinomios sobre el campo R con las ope- 
raciones usuales entre polinomios forma un espacio vectorial. 


Ejemplo D.6 El conjunto de todas las funciones continuas a trozos sobre el campo 
C con la operación + definida como la suma punto a punto, forma un espacio 
vectorial. 


Ejemplo D.7 El conjunto de todas las matrices de tamaño fijo m x n sobre el 
campo C con las operaciones usuales entre matrices forma un espacio vectorial. 


Definición D.8 Subespacio 

Sea V : (T, +,-,F) un espacio vectorial sobre F; sea ( un subconjunto de T. Si 
W : (Q, +,-, F) forma un espacio vectorial sobre F se dice que W es un subespacio 
de V. 


Teorema D.1 Sea V : (T, +,-, E) un espacio vectorial sobre F; sea Q un subcon- 
junto de TP. W : (Q,+,-,F) es un subespacio de V si y sólo si +, - son cerradas 
en 0. 


Demostración D.1 Si +, - son cerradas en (2 se satisfacen V.1 y V.6. Las demás 
propiedades contenidas en la definición D.7 se satisfacen porque V : (T,+,-,F) 
es un espacio vectorial; por lo tanto W(Q,+,-,F) es un espacio vectorial y de 
acuerdo con la definición D.8, es un subespacio de V. 


Ejemplo D.8 (¡R?,|R) es un subespacio de (IR*, RR), ya que la suma y el producto 
por escalar son operaciones cerradas en R?. En general si n < m se tiene que 
(R”, R) es un subespacio de (IR””, ¡R) 


Ejemplo D.9 Una línea recta que cruce por el origen es un subsepacio de (R?, IR), 
ya que: ¡) la suma de dos vectores que estén sobre una misma recta da otro vector 
sobre esa recta y ¡i) el producto por escalar de un vector da otro vector sobre la 
misma recta. 


Ejemplo D.10 El conjunto de los polinomios de orden 2, es un subespacio del 
conjunto de los polinomios de orden 4 (con las operaciones usuales y sobre R), ya 
que: ¡) la suma de dos polinomios de orden 2 da otro polinomio de orden 2 y ii) el 
producto de un polinomio de orden 2 por un escalar da otro polinomio de orden 2. 
Se entiende que un polinomio de orden n es un polinomio que no tiene monomios 
de orden superior a n. 


D.1.3. Bases 


Definición D.9 Combinación lineal 


Sea V : (T,F) un espacio vectorial. Sean 21,12,-*- ,%, cualesquiera vectores y 
0:1,Q3,*** , QA cualesquiera escalares de F denominados coeficientes. Una combi- 
nación lineal de x11,12,--* , Tn es la operación 


n 
011 + 092 +:**+0Qp Tn = > aL; 
¿=1 
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Definición D.10 Independencia lineal 
Un conjunto de vectores (11, 12,--* , 1, ) es linealmente independiente si la única 
combinación lineal nula se obtiene con coeficientes nulos. Es decir, si 


0121 + 09t29+:*:+Qntn=0 01 =09=:::=0n=0 


Definición D.11 Dimensión 
El máximo número de vectores linealmente independientes en un espacio vectorial 
V' se denomina la dimensión de V. 


Definición D.12 Conjunto generador 

Dado un conjunto de vectores X = [x1,12,-** ,Un); S es un Conjunto generado 
por X si es el conjunto de todas las posibles combinaciones lineales de elementos 
de X; se dice que X es un Conjunto generador de S y se denota por 


n 
S = span(X) = y|301,0%,*** ,Qn y=5» 0%; 
i=1 


Definición D.13 Base de un espacio vectorial 
Un conjunto de vectores B = [b1,b2,--- ,b,) es una base del espacio vectorial 
V : (T,F) si B es linealmente independiente y genera a T. 


Teorema D.2 En un espacio vectorial Y de dimensión n, cualquier conjunto de n 
vectores linealmente independientes es una base de V . 


Demostración D.2 Sea A = [a,,a2,--* , a, | un conjunto arbitrario de n vectores 
linealmente independientes en V. Para demostrar que 4 es una base de V es 
necesario demostrar que cubre a V, es decir, que cualquier elemento x de V puede 
expresarse como una combinación lineal de los elementos de A. 

Debido a que A tiene n elementos, el conjunto (x,a1,a2,-:- ,a, ) es lineal- 
mente dependiente (tiene n + 1 elementos y n es el máximo número de vectores 
linealmente independientes) y por tanto existe una combinación lineal 


097 + 0141 + 942 +--* + Ann =0 (D.1) 
con algunos de los a, 4 0. Es claro que 9 4 O porque de lo contrario se obtendría 
0141 + 0942 +-** + Qndn =0 (D.2) 


lo que implica que todos los q; deberían ser cero ya que los elementos de A son 
linealmente independientes (son una base). Como ap % 0 podemos despejar x 


Q o 0 
Po A (D.3) 
00 00 (9%) 


es decir, que existe una combinación lineal de los elementos de A cuyo resultado 
es x, y por lo tanto A genera el espacio vectorial V. 
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Definición D.14 Coordenadas de un vector 


Sea x un elemento del espacio vectorial V, y B = (b,b2,:-- ,b, | una base de 
V. Six = Q1b] + Q9ba3 ++: +0 bp se dice que las coordenadas de x en la base 
B son los coeficientes de esa combinación lineal [a1, a, --- , 07). Usualmente se 
agrupan en un vector 

01 

02 
Q= 

An 


Teorema D.3 Todo elemento x de un espacio vectorial V tiene unas únicas coor- 
denadas en una determinada base B = (b1,b3,:-+ ,b,) 


Demostración D.3 Según la definición D.14 B genera a V y por lo tanto existe 
al menos una combinación lineal de los elementos de B cuyo resultado es zx, es 
decir, existen al menos unas coordenadas de x en la base B. 

Para demostrar que estas coordenadas son únicas, supongamos que existen dos 
juegos de coordenadas diferentes [a1,a2,-:- ,QAnj y [8B1,B2,:-* , Bn). Según la 
definición D.14 se tiene 


0101 =15 02D E MS Elo Om Dn, = 


Bibi + Baba + «* + fPndln = 


Al restar estas dos expresiones se obtiene 


(01 a B1)b1 Ae (02 A B2)b2 ra (Qn ma Br JD =0 


De acuerdo con la definición D.13, el conjunto B = ([b1,b3,--- ,b,,) es lineal- 
mente independiente, y por lo tanto la única combinación lineal de sus elementos 
que es nula es la que tiene todos sus coeficientes nulos, por lo tanto a, = 6; para 
1=1,2,--- ,n lo que significa que los dos juegos de coordenadas deben ser iguales. 


Teorema D.4 Al aumentar los elementos de una base el conjunto resultante es 
linealmente dependiente. 


Demostración D.4 Sea B =([b1,b3,--- ,b,,) una base de V y sea x un elemento 
cualquiera de V. Debido a que B genera a V es posible encontrar a, tales que 


x= 0101 + Q%9b2+-:-* + QnD,, 
y por tanto puede escribirse 
01b1 + Q09b2+-:::+Qnb, -=7=0 


Esta es una combinación lineal nula con coeficientes no nulos (al menos el coe- 
ficiente de x es —1) y por tanto el conjunto ([b1,b2,--- ,b,,x)j es linealmente 
dependiente. 
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Teorema D.5 Todas las bases de un mismo espacio vectorial tienen el mismo 
número de elementos que coincide con la dimensión del espacio vectorial. 


Demostración D.5 Por el teorema D.2 sabemos que pueden existir bases de ta- 
maño igual a la dimensión. Según las definiciones D.11 y D.13 no puede haber 
bases con un número mayor de elementos, debido a que este conjunto sería lineal- 
mente dependiente, por lo tanto sólo es necesario probar que no puede haber bases 
con un número de elementos inferior a la dimensión del espacio. 

Sea V' un espacio vectorial de dimensión n. Supongamos dos bases B y A: 


B=4b1,b3,-** ,bn) A=(a],42,*** Or) 


con rr < n. Según el teorema D.4 el conjunto Cy = [b1,a1,a2,:-: ,a,) es lineal- 
mente dependiente y alguno de los elementos a; es una combinación lineal de los 
otros elementos de (1; supongamos que este a, es justamente a,., (en caso de que 
no lo sea, reorganizamos el conjunto y cambiamos los subíndices). 

El espacio cubierto por C1 es el mismo espacio cubierto por A y por (b,, az, az, 
«++, Ay—1), por lo tanto el conjunto C2 = (ba, by, az, aa, -**, Ay—1) es linealmente 
dependiente; de nuevo podemos argumentar que alguno de los elementos a, es 
una combinación lineal de los otros elementos de Ca; supongamos que este a, es 
justamente a,-1. 

Efectuando este procedimiento podemos construir en forma consecutiva C3, Ca, 
«++, Cy, todos los cuales serán conjuntos linealmente dependientes. Sin embargo, 
C, es 

Cr = (br, Dr—1> e , Do, b1) 


que es un subconjunto de la base B y por lo tanto no puede ser linealmente 
dependiente. De esta forma demostramos que r < n es una contradicción. Como 
consecuencia, todas las bases del espacio vectorial deben tener el mismo tamaño, 
que coincide con la dimensión del espacio. 


Ejemplo D.11 Cualquier pareja de vectores no paralelos en el plano es una base 
del espacio vectorial IR? 


Ejemplo D.12 El conjunto formado por los polinomios (1, t, t?, £3) forma una base 
del espacio vectorial de los polinomios de orden 3. 


Ejemplo D.13 El espacio vectorial de todos los polinomios tiene dimensión infini- 
ta. Una base de ese espacio es la formada por los polinomios (1,t,t?,t3,..-.+ 


D.1.4. Cambio de base 


Sean A = [a¡,a2,:-:,an) y B = ([b1,b2,--- ,b,) dos bases del mismo 
espacio vectorial V de dimensión n. Definimos las matrices A y B como las 
matrices que tienen en sus columnas cada uno de los elementos de las bases 4 
y B respectivamente: 

A = (ar da ..* An] 
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B= [b ba ++ br] 


Un vector x tendrá coordenadas «y en la base A y 6; en la base B, de tal 
manera que 
T= Q0101] ST 09309 = Seas ER An Un 


D.4 
z= Bibi + Paba + ::: +  PBndn 0 
Definimos los vectores columna a y P que contienen las coordenadas: 
01 Br 
02 Ba 
An Bn 


de tal manera que podemos reescribir (D.4) como 


ed da... An] = Ao 


a=[b bo da] |. |=BB 


Igualando estas dos expresiones se encuentran las expresiones que permiten 
encontrar las coordenadas de x en una base a partir de sus coordenadas en la 
otra: 

Aa=B6 .a=A BB f6=B"Ag (D.5) 

En caso de que A sea la base estándar, la matriz A resulta ser la matriz 
identidad de orden n y (D.5) se convierte en 


a=B6 p=B"!a (D.6) 


Ejemplo D.14 En RR? puede definirse una base con cualquier pareja de vectores 
no paralelos. Definamos por ejemplo A = [(1,0),(0,1)), B = ((3,1),(2,2)) y 
C=((1, DEl, —1)) (vectores rojos en la figura D.1). 

Consideremos ahora el vector x en la figura D.1. Sus coordenadas en la base 


estándar A serán 
aji Qq1| 1 
= Qa = 3 


Para obtener las coordenadas de x en las bases B y C construimos las matrices 
B y C y empleamos (D.6) 
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A 
aj =1 
+= 
l 
A 1023 
l 
ia A En 
; 


> base —3> : Vector 


FIGURA D.1: Cambio de base de un vector 


a [9] [1 30 - 
a A 


Puede verificarse que las coordenadas en las bases B y C satisfacen las rela- 
ciones (D.5) 


B=B ICY  1=CUBg 


D.2. Transformaciones lineales 


Definición D.15 Transformación lineal 

Una transformación lineal es una función lineal entre dos espacios vectoriales. Sean 
V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo campo F. Sea T' una función que 
toma elementos de V y les asigna elementos de W 


T:W=W y=T(x) xeV yeW 


Si T satisface las condiciones de linealidad se dice que T' es una transformación 
Lineal. T' debe satisfacer: 


Vx,12 EVVoa¡,0% EF T(0111 + 0913) NN 017 (11) + a92T (12) (D.7) 
Ejemplo D.15 La función T' : R? — RR? consistente en la proyección de los puntos 
en el plano xy es una transformación lineal. Esta función toma un punto (a, b, c) 


en R3 y le asigna la pareja (a,b) en ¡R?. 


Ejemplo D.16 La función T' : R? — R? consistente en la rotación de vectores 
90'exto en sentido horario es una transformación lineal. 
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Ejemplo D.17 La función T' : R3 — P., en donde P es el espacio vectorial de los 
polinomios, consistente en la construcción de polinomios a partir de sus coeficientes 
es una transformación lineal. Esta función toma un punto (a, b, c) en R* y le asigna 
un polinomio a + bx + cx? en P. 


Teorema D.6 Una transformación lineal T' de un espacio V de dimensión n a un 
espacio W de dimensión m puede representarse por una matriz 'T de orden m x n. 
La columna ¿—ésima de T' contiene las coordenadas del resultado de aplicar T' 
sobre el elemento ¿-ésimo de la base de V . 


Demostración D.6 Sea x un elemento de V sobre el que se aplica la transforma- 
ción T 

y =T(x) (D.s) 
Sea B = ([b1,b2,--- ,b,,) una base sobre la cual x tiene coordenadas PB, B2--* , Bn, 
es decir, x puede escribirse como 


x= B1b1 + Paba +: + Bndn 
de tal manera que (D.8) es 
y = T(B1b1 + Baba +-: + Bndn) (D.9) 


Debido a que T' es una operación lineal y satisface (D.7), la ecuación (D.9) 
puede escribirse como 


y = B1T(b1) + PB2T (b2) +++ + BnT (b,,) (D.10) 


o en forma matricial 


Br 

B2 

y =[T(01) T() - TO) ] | =T8 (D.11) 

Bn 

Esto demuestra que la transformación lineal 7” se puede representar por 'T, una 

matriz cuyas columnas son el resultado de aplicar 7' en cada una de las bases b,. 

el tamaño de cada columna debe ser m, ya que el resultado está en W, que es 

de dimensión m, por lo tanto el orden de T es m x n. Debe destacarse que el 

resultado y = u”1Tf8 realmente son las coordenadas de y en el espacio W en la 
base u. 


Ejemplo D.18 Podemos definir la transformación lineal T' de RR? a R? consistente 
en la rotación de vectores 90'exto en sentido horario (figura D.2). Si empleamos 
la base estándar, podemos construir la matriz T calculando la transformación de 
cada uno de los vectores de la base: 


==) (NIE 4 
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A A 
+ - 
l : 
Tf! 2E 
I I a s 
I As T>A 5 
<p bo tbo> A a 
: l 
—> : base — => : Vector 


FIGURA D.2: Rotación de 90” en sentido horario 


Si deseamos efectuar la rotación sobre un vector x de coordenadas (1,3) debe- 
mos efectuar la operación 


«18 - E) 


D.2.1. Transformaciones y cambios de base 


El teorema D.6 permite efectuar transformaciones lineales mediante pro- 
ductos matriciales. Al cambiar de base, la matriz T que representa la transfor- 
mación lineal sufre unos cambios, según se presenta a continuación. 


Teorema D.7 Sea T una transformación lineal, que en la base estándar se repre- 
senta por la matriz T,. La misma transformación se representará en otra base 
B =(b1,b2,-** ,b,) por Ta =B”'T,B en donde B = [b; ba +++ b,,] 


Demostración D.7 Supóngase que el vector x se transforma en el vector y me- 
diante la transformación T'. Sean 0, y BP. las coordenadas de x en la base estándar 
y en la base B, respectivamente. Sean también a, y fy las coordenadas de y en 
esas mismas bases. De acuerdo con el teorema D.6 T' podrá representarse en cada 
una de esas bases como 


Ay = Toa 0 By — TsBs 


Las coordenadas en la base B pueden escribirse en función de las coordenadas de 
la base estándar empleando (D.6) 


By = Ba, Py = Ba, 


y por tanto 
Ba, = T¿B*a, 


Ay = BT¿B a, 
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de donde se deduce que 
T,=BT¡B*  T¿=B"T,B (D.12) 


Teorema D.8 Sea T' una transformación lineal, que en la base estándar se re- 
presenta por T,. La misma transformación se representará en otra base B = 
[b1,b2,--- ,b, y por la matriz Tgz. La misma transformación se representará en otra 
base O = [c1,C2,*** ,Cn y por T, = C7*BT¿B7!C en donde B = [b; ba --- b,,] 
y C = [ci Ca +** Cp) 


Demostración D.8 Empleando D.12 podemos escribir T., como 
To=BT¿B*  T,=CT,C”? 
Igualando se tiene 
BT¿B"! =CT,C"! 
T, =C"*BT¿B *C 


Ejemplo D.19 En el ejemplo D.18 se mostró que la rotación de 90*exto en sentido 
horario estaba representada en la base estándar por la matriz 


0 1 
m=[ y 


La misma transformación se representará en la base B = [(3,1), (2,2)) por la 
matriz 
T¿=B"'T,B 


m.- | 1/2 -1/2| |0 1|[3 2] | 2 2 
Por 3/4 | [Eb 0) [E 2191-25. =2 
Supóngase ahora el vector x, cuyas coordenadas en la base estándar son 0%, = 
(1,3) y en la base B son 6, = (—1,2) (ejemplo D.14). Al efectuar la rotación de 


90'exto en sentido horario se obtendrá un vector y cuyas coordenadas en la base 
estándar serán oy y en la base B serán By: 


olla Las 212) 


D.3. Normas de vectores y matrices 


Definición D.16 Producto interno 

Sea V : (T,+,-,F) un espacio vectorial sobre F : (P,9,8). Una operación P : 
Tx T —= F se denomina producto interno o producto interior si satisface las 
siguientes condiciones 
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P1 Vx €T P(x1,2%1) > 0 La igualdad se cumple sólo si 11 =0 
P.2 VI], T2,T3 er Plz; + 22, 23) = P(x1, 13) O P(xzx2, 23) 
P.3 Vx1,12 € VaEF Plazx;,t2)=008 Plu1, 22) 


P.4 Vxi,12 €] Ple, 22) = Plz, 11) 


Ejemplo D.20 El producto escalar usual es un producto interno. Se define como 


n 
(x, y) => Sy 
i=1 
en donde zx;, y; son las coordenadas de x, y respectivamente, y la dimensión del 


espacio es n, 


Definición D.17 Norma de un vector 
Sea V : (T,+,-, F) un espacio vectorial sobre F : (B, 9,8). Una operación || - || : 
T'— F es una función de Norma si satisface las siguientes condiciones 


N.1 VeeT xl >0 

N.2 [Ix]] =0 si y sólo si x = 0 
N3VxePVaeF laxl = a] e || xl| 

N.4 Vx, 12 EP lx +22 ]| < [[w01 1] 0 [[22] 


Ejemplo D.21 Sea V : (T, +,-, F) un espacio vectorial sobre F, y sea P(x1, 12) 
un producto interno de ese espacio. Si la cantidad 


ll] =+yP(z, 2) 


es una función de norma se dice que es una norma inducida por el producto interno 
P. El signo + resalta que se trata de la raíz positiva del producto interno de x 
consigo mismo. 


Ejemplo D.22 Sea V un espacio vectorial de dimensión n, y sean 11,%2,*** Un 


las coordenadas del vector x. En esas condiciones, las siguientes funciones son 
funciones de normas: 


1. Tl1 = O lx; 


2. zx 2 a 2 
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5. llx[| y =x7 Az con A una matriz cuadrada positiva definida!. 


Definición D.18 Distancia entre vectores 

Sea V : (T, +,-, F) un espacio vectorial sobre F : (DP, 9, 89), y sea || - || una norma 
definida en ese espacio vectorial. Se define la distancia entre los vectores 11 y La 
como la operación d : I' x T' — F tal que 


d(=1, 12) = [21 — zal 
Toda función de distancia satisface las siguientes propiedades: 
d.1 Vx1,12€T d(x1,22)>0 
d.2 d(x11,12) =0 si y sólo si 1, = Xa 
d.3 Vx1,129 €T'” d(x1,1%2) = d(x2, 31) 
d.4 Vx,29,123 ED” d(x1,122) < d(x1,1%3) O d(x3, 22) 


Definición D.19 Vector normal 
Un vector es normal si su norma es 1 


Definición D.20 Bola unitaria 

Sea V : (T,+,-,F) un espacio vectorial sobre F, y sea d(x1,x2) una función 
de distancia definida en ese espacio vectorial. Se define la bola unitaria como el 
conjunto de todos los vectores cuya distancia al origen sea 1. También puede 
definirse de forma equivalente como el conjunto de todos los vectores cuya norma 
sea 1, o lo que es igual, el conjunto de todos los vectores normales. 


Ejemplo D.23 La figura D.3 muestra las bolas unitarias para tres funciones de 
distancia diferentes, originadas las siguientes normas ||x[|1, [lxll2 , llulloo y ella 
definidas en el Ejemplo D.22, para el espacio vectorial R?. Se ha tomado 


alado 54) 


Como se trata de un espacio de dimensión 2 se emplea el término circunferencia 
unitaria en lugar de bola unitaria 


Definición D.21 Ángulo entre vectores 

Sea V : (T, +,-, F) un espacio vectorial sobre F, sea P(x1,x2) un producto interno 
definido en ese espacio, y || - || la norma inducida por P. Se define el ángulo 0 entre 
los vectores 11 y 12 mediante cos0 así: 


P 
coso — Pt 22) 
lea Mee 


lUna matriz cuadrada n x n real se dice positiva definida, notada por A > 0, si para 
cualquier vector x de tamaño n x 1 se tiene que 17 4x > 0, y la igualdad sólo se cumple para 
2=:0. 
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TA TA llos lla 


FIGURA D.3: Circunferencias Unitarias para diferentes normas 


Definición D.22 Vectores ortogonales 
Un conjunto de vectores 11,12,-** , TÍ es ortogonal si 


=0 siifj 


P 1,3 hc b 
(55,23) A0 sii=j 


Definición D.23 Vectores ortonormales 
Un conjunto de vectores 11, T2,-*-* , Tp es Ortonormal si es ortogonal y todos sus 
vectores son normales, es decir, si 


0 siifj 
o a E ig 


en donde d;¿ se conoce como la función delta de Kronecker 


Teorema D.9 Los elementos de un conjunto ortogonal de vectores son linealmente 
independientes. 


Demostración D.9 Supóngase un conjunto ortogonal 11, %2,--- , YT y Construya- 
mos una combinación lineal nula de ellos: 


011 + 09% +:**+Qntn =0 


Si seleccionamos un vector cualquiera x¿ y efectuamos el producto interno a cada 
lado de la ecuación tenemos 


a1P(x1,0,) +09 P(22,25)+-::+02P(2p, 27) =0 


Como se trata de un sistema ortogonal el único P(x;,1,) 4 0 es P(x;,0;) =P; 
y por lo tanto 
ajPlxj, aj) =05P, =0 


Y por tanto 
aj = 0 
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Esta conclusión se puede obtener para todos los coeficientes «, por lo tanto la 
única combinación lineal nula de los vectores es la que tiene coeficientes nulos, es 
decir, los vectores son linealmente independientes. 


Definición D.24 Proceso de ortonormalización de Gram-Schmidt 

Sea V : (T, +,-, F) un espacio vectorial sobre F, sea P(x1,x2) un producto interno 
definido en ese espacio, y || - || la norma inducida por P. Dado un conjunto de vec- 
tores linealmente independientes 11,12,--- ,T1Í es posible encontrar un conjunto 
de vectores ortonormales y, ya,-** , yx siguiendo el proceso de ortonormalización 
de Gram-Schmidt: 


1 
y = 
¡ES 
is xa — Pl(x2,Y1)Y1 
e A 
liza En Pza, yi)yill 
n= 23 — Plx3,y1)y1 — Plzz, ya)ya 
llzz — Plz3, yi)yi — Pez, ya)yall 


> Tk = jar AP (24, Y5)yj 
k _  _ __——————_—  _ __— —_————_ _ _ ____ __—_——Q _—__——_ 
ll — ¡21 k — 1P (24, ys)ys ll 


Definición D.25 Norma de una matriz cuadrada 
Sea A una matriz que representa una transformación lineal A : C” => C”. Se 
define la norma de la matriz A inducida por una norma vectorial como 


| Ax] 


(Al =sup A = sup [Ax 


xzo lx l| lla] =1 


Es decir, la norma de una matriz es la norma más grande que se obtiene al aplicar 
la transformación lineal sobre los elementos de la bola unitaria. 


Ejemplo D.24 Sea A la matriz 
2 1 
A == 
0.3 
Para calcular [| 4||¡ aplicamos la transformación A a la circunferencia unitaria 
de la norma || - (|; , tal como se muestra en la figura D.4. 


La mayor distancia al origen que resulta es, según la norma || - | 
diente a los puntos (1,3) y (—1,—3), por lo tanto 


1, la correspon- 


4/1 =/1] +13] = 4 
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FIGURA D.4: Norma de una matriz basada en || - [|1 


Ejemplo D.25 Sea A la matriz 


sel A 
10 3 
Para calcular || 4|l2 aplicamos la transformación A a la circunferencia unitaria 
de la norma || - [[7, tal como se muestra en la figura D.5. 
La mayor distancia al origen que resulta es, según la norma || - |2, la marcada 


en la figura D.5 como d. Es un ejercicio interesante demostrar que esta distancia 
corrresponde a los puntos (1.536, 2.871) y (—1.536, —2.871) por lo tanto? 


Alla = 1.5362 + 2.871? = 3.256 


También puede demostrarse que 


All2= y/V13+7= 3.256 


Ejemplo D.26 Sea A la matriz 


qa led 
[0 3 
Para calcular [| All.) aplicamos la transformación A a la circunferencia unitaria 
de la norma || - [|.,, tal como se muestra en la figura D.6. 


La mayor distancia al origen que resulta es, según la norma || - [|.,, la correspon- 
diente a cualquiera de los puntos cuya segunda coordenada es 3 o —3, por ejemplo 
(1,3), por lo tanto 

ILAllo =máx(1,3) =3 


2Un punto de (cos p,sinp) de la circunferencia unitaria se transforma en (2cosp + 
sin €, 3sin $); su distancia al origen r es tal que r? = (2cos $ +sin $)? + (3 sin $)?, que puede 
escribirse como r? = 2sin 24 — 3cos 24 + 7. Los puntos críticos corresponden a dr?/dg = 0, 
es decir a p = 3 tan"1(-3); el máximo corresponde a p = 73.159 
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FIGURA D.5: Norma de una matriz basada en || - [| 


FIGURA D.6: Norma de una matriz basada en || - llos 
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D.4. Sistemas de ecuaciones algebráicas 


El propósito de esta sección es el de presentar algunas propiedades de las 
matrices. Para ello, consideramos el sistema de ecuaciones algebráicas: 


0411%1 + 012%2 + *** + OUinTn — Y1 
02171 T— 04222 + *** + 02n Tn — Ya 
(D.13) 
Am1T]1 + Am2%2 +*** + UmnTn = Um 
que puede escribirse en forma matricial como 
qa11 012 Qin L1 Yi 
a21 022 02n L1 Yi 
Am1 Am2 Amn Tn Um 
(D.14) 


La ecuación (D.14) puede interpretarse como el sistema de ecuaciones al- 
gebráicas (D.13), como una transformación lineal A : R” —> R””, o en general 
como una transformación lineal de un espacio vectorial de dimensión n a otro 
espacio vectorial de dimensión m A : V —> W con dim(V) = Mm y dim(W) = m. 

Empleamos esta múltiple interpretación para hacer algunas definiciones y 
obtener ciertas conclusiones acerca de la existencia y unicidad del sistema de 
la solución del sistema de ecuaciones algebráicas. 


Definición D.26 Codominio 
El Codominio de un operador lineal A es el conjunto R(A) definido como 


R(A) = (y[3x, y = Ax) 


Teorema D.10 El codominio de un operador lineal A : V => W es un subespacio 
de W. 


Demostración D.10 Es claro que el codominio A es un subconjunto de W, es 
decir R(A) € W. Supónganse dos vectores y1, y2 de R(A). Según la definición 
D.26 existen dos vectores x,, x2 en V tales que 


y: = Ax: y2 = Ax) 


Gracias a la linealidad de A cualquier combinación lineal de y¡, y2 puede 
escribirse como 


01y1 + 09y2 = 0 Ax + 09 Ax> = A(Q1X1 + 09X2) 


es decir, para cualquier combinación lineal de y,, y2 es posible encontrar un ele- 
mento x € V tal que y = Ax y por lo tanto según el teorema D.1 R(A) es un 
subespacio de W. 
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dim(V) =n 


p(A) = dim(R(A)) 


FIGURA D.7: Codominio y rango de un operador lineal 


Definición D.27 Rango 
El rango de una matriz A, denotado por p(A) es la dimensión del codominio del 
operador lineal representado por A (ver figura D.7). 


Teorema D.11 El rango de una matriz A es igual al número de columnas lineal- 
mente independientes de A. 


Demostración D.11 Si denotamos la ¿—ésima columna de A como a,, es decir 
A = la, az -:: An] la ecuación D.14 puede escribirse como 


y = 1191 + T222 +:** + Inn 


es decir, y es una combinación lineal de las columnas de A cuyos coeficientes son 
11,T2,*** , Tn. El codominio de A será entonces el conjunto de todas las posibles 
combinaciones lineales de las columnas de A, es decir R(A) = spanía1,a2,--* ,anj; 
por lo tanto la dimensión de R(A), que es p(A), será igual al número de elementos 
linealmente independientes en el conjunto (as, az,--- An]. 


Ejemplo D.27 Considérese la transformación lineal de R? en R? representada por 
y = Ax en donde A es la matriz 


pun 


Esa transformación toma un punto (x1,x2) en el plano y lo convierte en un 
punto sobre el eje horizontal (figura D.8): 


A=., a 
( 
) 


El codominio de A, que denotamos por R(A) resulta ser el eje horizontal, 
es decir, un subespacio de R?. La dimensión de R(A), que es el rango de A, 
denotado por p(A) es entonces 1. Nótese que el número de columnas linealmente 
independientes de A también es 1. 
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p(A) =1 


FIGURA D.8: Codominio y rango del operador lineal del ejemplo D.27 


A 


p(A) =1 
FIGURA D.9: Codominio y rango del operador lineal del ejemplo D.27 


Ejemplo D.28 Considérese la transformación lineal de R? en RR? representada por 
y = Ax en donde A es la matriz 


[3 


Esa transformación toma un punto (11,2) en el plano y lo convierte en un 
punto sobre la recta de pendiente 1 (figura D.9): 


a 1 2 X1 As (21 =F 213) 
e E 0 (11 + 2x3) 
El codominio de A, que denotamos por R(A) resulta ser la recta identidad, 
es decir, un subespacio de R?. La dimensión de R(A), que es el rango de A, 


denotado por p(A) es entonces 1. Nótese que el número de columnas linealmente 
independientes de A también es 1. 


En el teorema D.14 se demuestra que el rango de una matriz no se altera 
al premultiplicarla o posmultiplicarla por matrices no singulares. Esto significa 
que las operaciones elementales sobre matrices no alteran el rango de una matriz 
y por lo tanto puede comprobarse que el rango también es igual al número de 
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filas linealmente independientes de la matriz, es decir, para una matriz A de 
dimensiones m Xx n se tiene que 


p(A) = Número de columnas L.I. 
p(A) = Número de filas L.I. (D.15) 
p(A) < mín (1, n) 


Además, puede demostrarse que una matriz es no singular si y sólo si todas 
sus filas y todas sus columnas son linealmente independientes, 


Teorema D.12 El sistema de ecuaciones (D.14) donde A es una matriz m x n 
tiene solución para todo y en W si y solo si R(A) = W, o lo que es equivalente, 
si y solo si p(A) =m 


Demostración D.12 La demostración se desprende directamente de las definicio- 
nes D.26 y D.27. 


Definición D.28 Espacio Nulo 
El Espacio Nulo de un operador lineal A : V => W es el conjunto NW (A) definido 
como 


N(A) = (x € V| Ax=0) 


La linealidad del operador permite demostrar que el Espacio Nulo es un 
Subespacio de V. Esto permite hacer la siguiente definición: 


Definición D.29 Nulidad 
La Nulidad de un operador lineal A : V > W, denotada por v(a) es la dimensión 
del espacio nulo de A 


El ejemplo D.29 muestra la relación existente entre el rango y la nulidad 
de un operador lineal A : V => W, con dim(V) = n y dim(W) = m (figura 
D.10). 

p(A) + v(A) =n = dim(V) (D.16) 


Teorema D.13 El sistema de ecuaciones Ax = 0 con A una matriz m x n tiene 
una solución distinta de la trivial si y sólo si p(A) < n. Sim = n esto es equivalente 
a decir si y sólo si det(A) = 0 


Demostración D.13 De la definición D.29 se desprende que el número de solucio- 
nes linealmente independientes de Ax = O es v(A). Para que exista una solución 
no trivial se necesita que v(A) > 1. Empleando (D.16) esta condición se convierte 
en p(A) < n. Si m = n entonces A es cuadrada y la condición es equivalente a 
det(A) = 0, ya que las columnas de A serían linealmente dependientes. 
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dim(V) =n dim(W) = m 


v(A) = dim(N(A)) p(A) = dim(R(A)) 


FIGURA D.10: Codominio, espacio nulo, rango y nulidad de un operador lineal 


Ejemplo D.29 Supóngase el sistema de ecuaciones Ax = O donde A es la matriz 
9x3 
0.1.1.0 -—1 
A=|2 13 4 1 = la, a az az as] 
1012 1 


en donde las dos primeras columnas son linealmente independientes, pero las úl- 
timas tres no lo son (p(A) = 2), ya que pueden escribirse como combinaciones 
lineales de las dos primeras: 


az3=a+az ay = 2a1 as = a¡ — az (D.17) 


El sistema de ecuaciones Ax = O puede escribirse como 


1191 + LaAQra y T3a3 xa 7 T5as =0 


0 1 1 0 -1 0 
x1 |2| +22 |1| +2%313| +24 |14| +25 | 1 |=|0 (D.18) 
1 0 1 2 1 0 
Empleando (D.17) la ecuación (D.18) se convierte en 
0 1 0 
(11 +23 +214+25) |2| + (12 +%3-u5) |1| =]|0 (D.19) 
1 0 0 
(21 + T3 + 2%4 + 25)az + (22 + Ta — 25)a2 =0 (D.20) 


Como ay y az son linealmente independientes, (D.20) sólo puede cumplirse si 
los coeficientes son cero, es decir si 


Él +2i3+2t4+x% =0 (D 21) 


La + I3—T5 =0 


El sistema de ecuaciones (D.21) tiene 5 incógnitas y 2 ecuaciones linealmente 
independientes, es decir, existen 3 grados de libertad para escoger los valores de 
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x¡. Dicho de otra forma, v(A) = 3. Nótese que p(A) + v(A) = m (2+ 3 = 5), 
cumpliendo con la ecuación (D.16). 

Podemos escoger arbitrariamente los valores de 3 de las incógnitas x; y deducir 
el valor de las otras dos, para construir una base de N(A). Si seleccionamos 21, 
x2 y 13 Como los tríos (1, 0,0), (0, 1,0) y (0, 0, 1) tendremos los tres vectores base 


de N(A): 


1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 
=1/9 1/9 aj 
0 1 1 


Teorema D.14 Sea A una matriz m x n y C, D dos matrices no singulares 
cualesquiera n x n y m x m respectivamente. En esas condiciones se tiene que 


p(AC)=p(A) — p(DA)=p(A) 
Demostración D.14 La demostración se apoya en la desigualdad de Sylvester, 


que establece que si existen dos matrices A y B de dimensiones q x n y n X p 
entonces 


p(A) + p(B) —n > p(AB) > min(p(A), p(B)) (D.22) 
Al aplicar (D.22) a AC y DA se tiene que 
p(A) + p(C)—n > p(AC) > min(p(A), p(C)) 
p(D) + p(A) — m> p(DA) > mín(p(D), p(A) 
como C y D son no singulares, sus rangos son n y m respectivamente: 
PA) +n—n > p(AC) > mín(p(A),n) 
m+p(A) — m > p(DA) > mín(m, p(A)) 
Por (D.15) se sabe que p(A) < mín (m, n), por lo tanto 
p(A) > P[AC) > p(A) 
p(A) > P(DA) > p(A) 
Las desigualdades sólo pueden cumplirse simultáneamente si se tiene que 


p(A) =p(AC) — p(A) =p(DA) 
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D.5. Valores y vectores propios 


Definición D.30 Valor propio y vector propio” 

Sea A una transformación lineal (C”,C) => (C”,C). Un escalar A es un valor 
propio si existe un vector no nulo v tal que Av = Av. Cualquier vector no nulo v 
que satisfaga 

Av = Av (D.23) 


es un vector propio asociado al valor propio A. 


La definición D.30 implica que para un vector propio v el efecto de aplicarle 
la transformación lineal A es igual que amplificarlo por el escalar A. Esto implica 
que un vector y el vector transformado son colineales o paralelos y por lo tanto 
linealmente dependientes. 

La definición D.30 se refiere estrictamente a valores y vectores propios por 
derecha, para distinguirlos de los valores y vectores propios por izquierda, que 
deben satisfacer vtA = Avt. En este texto sólo se consideran los primeros, y 
por tanto se hace referencia a ellos simplemente como valores y vectores propios. 


Teorema D.15 A es un valor propio de A si y sólo si satisface la ecuación 
det(Al— A) =0 (D.24) 
donde l es la matriz identidad de igual orden que A. 


Demostración D.15 Si A es un valor propio de A entonces existe un vector v tal 
que 
Av = Av Av-—Av=0 


El término Av puede escribirse como Alv para facilitar la factorización de v 
Av-—Alv=0 (A—ADv=0 


De acuerdo con el teorema D.13 esta ecuación tiene solución no trivial (existe un 
vector propio v) si y sólo si 
det(A — AD =0 


Como el determinante de una matriz no se afecta al multilpicar ésta por un escalar 
no nulo, podemos escribir 
det(Al— A) =0 


El teorema D.15 brinda una posibilidad para calcular los valores propios 
de A: podemos construir el polinomio característico A(A) = det(AI — A) y 
encontrar sus raíces. Cada raíz de A(A) será un valor propio de A. Los vectores 
propios pueden obtenerse directamente de (D.23). 

Debido a que los valores propios resultan ser las raíces del polinomio carac- 
terístico, éstos pueden ser reales o complejos, diferentes o repetidos. 


3También se conocen como autovalores y autovectores o valores característicos y vectores 
característicos. 
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Definición D.31 Multiplicidad 
La multiplicidad r, de un valor propio A; es el número de veces que éste aparece 
como raíz del polinomio característico. 


Ejemplo D.30 Obtener los valores y vectores propios de la matriz 
4 1 
a [2 y 
Construimos la matriz B = (AI — A) y hallamos su determinante: 


B=(1-A)=A|, ela ]- [079 al 


A(A) = det(B) = (A- 4M(A-1)+2=2?-51+6=(A- 2I(A— 3) 


Los valores propios de A serán las raíces de A(A) 


Los vectores propios asociados a A¡ = 2 deben cumplir (D.23): 
Avi — A1V1 
4 1 fva| [va 4uj1 + 021 | _ [2011 
A V21 2011 + Var 2821 


Se crea entonces un sistema de ecuaciones con infinitas soluciones: 


4v11 +21  =2011 
2011 +21 =2v21 


Para obtener un vector propio asociado a A; = 2 podemos escoger arbitrariamente 
un valor para v1, o para va1. Por ejemplo, si escogemos v¡¡ = 1 obtenemos va; = 
—2. En consecuencia, un vector propio asociado a A¡ = 2 será 


vi = , en general v¡=| % 
a dE 8 E 
Los vectores propios asociados a Az = 3 también deben cumplir (D.23): 
Av) e A1Va 
d 1| [ura me U12 412 + U22 a 3U12 
2 1| [va U22 —2U12 + V22 3822 
Se crea entonces un segundo sistema de ecuaciones con infinitas soluciones: 


Av12 + UV  =3U12 
—2v12 + V22 = 3022 
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Para obtener un vector propio asociado a 42 = 3 podemos escoger arbitrariamente 
un valor para v¡2 o para uz2. Por ejemplo, si escogemos via = 1 obtenemos vaa = 
—1. En consecuencia, un vector propio asociado a A2 = 3 será 


A en general =|* 
va = ne g al Va= cd 
Ejemplo D.31 Obtener los valores y vectores propios de la matriz 
2 1 
Aa 
Construimos la matriz B = (AI — A) y hallamos su determinante: 
S SU E E O 
B = (1-4) =A |, E 2 =| 1 | 


A(A) =det(B) =(A=2)?+1=2=41+5 


Los valores propios de A serán las raíces de A(A) 


A12=23)j 


Al aplicar (D.23) para A, y A2 se obtienen dos sistemas de ecuaciones con infinitas 


soluciones 


( 20 +01 =(2+j)v011 ( 2012 +v2 =(2— j)uz 


—011+2091 =(2+j)va1 012 +2v99 =(2— j)uz 


Seleccionando arbitrariamente v11 = 1 y vj2 = 1 se obtiene 


A B Ae 2, 


o en general 


D.5.1. Valores propios diferentes 


Teorema D.16 Sea A una transformación lineal con valores propios no repetidos, 
y sea v¿ un vector propio de A asociado al valor propio A;. En esas condiciones v; 
es directamente proporcional a cualquier columna no nula de adj(A¡I — A) 


Demostración D.16 La demostración se basa en que para una matriz P se tiene 


que 
PadjP = det (P)I (D.25) 


Al aplicar (D.25) a la matriz (A¡I— A) se tiene 
(AI — AJadj(A;¡I— A) = det (A¡I — A)I 
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Como v; es un vector propio de A asociado al valor propio A;, entonces Av; = A;v; 
o lo que es igual 


lo que implica que det (A¿I— A) = 0 y por tanto 
O¡I— AJadj(A¡I— A) =0 (D.27) 


Comparando (D.26) y (D.27) se concluye que v, es directamente proporcional 
a cualquier columna no nula de adj(A¿1 — A). 


Ejemplo D.32 Para obtener los vectores propios del ejemplo D.30 construimos 


adi(MI— A) = adj(21 — A) = adj a E] ES E a ta BA 


adjí(A21 — A) = adj(31— A) = adj E E = E 5] > va = le 


Teorema D.17 Sean A, A2,::- , Ar valores característicos diferentes de A, y sea 
v; un vector característico asociado a A; con ¿=1,2,--- ,r. El conjunto (vi, va, 
, V”) es linealmente independiente. 


Demostración D.17 Efectuamos la demostración por contradicción. Suponemos 
que los v; son linealmente dependientes, y por lo tanto existen a, algunos de los 
cuales no son nulos, tales que 


r 
> Qu6Vi; = 0 
¿i=1 
Suponemos que a, 4 0, (si es necesario reordenamos los vectores) y multiplicamos 


a cada lado de la ecuación por IT-> (A—AjD) 


r 


I[(A-A5D > o4v¡=0 (D.28) 


j=2 


El producto (A — A¿I)v; se puede calcular como 


As Lo A 
0 s1%=/ 


Y por lo tanto (D.28) se convierte en 
o1(A Ea POS e Az) a Oy = Ar) v1 =0 


Por hipótesis, todos los A; son diferentes y v¡ es no nulo (es un vector propio), lo 
que significa que 14 = 0. Con esta contradicción se concluye la demostración. 


270 


“libro” — 2006/1/25 — 15:02 — page 271 — 34295 


D.5. VALORES Y VECTORES PROPIOS 


Teorema D.18 Sea A una transformación lineal A : C” — C”:; sean A; los valores 
propios de A y v; un vector propio asociado a A¿, con ¿ = 1,2,---,n . Si todos 
los A; son diferentes, entonces el conjunto [v;,va,--- ,V,) es una base de C”. 


Demostración D.18 Según el teorema D.17 el conjunto es linealmente indepen- 
diente. Como además tiene n elementos, según el teorema D.2 el conjunto es una 
base. 


Teorema D.19 Sea A una transformación lineal A : C” => (C”; sean A; los valores 
propios de A y v; un vector propio asociado a A;, con ¿= 1,2,--- ,n. Si todos 
los A¿ son diferentes, entonces la transformación lineal A se representa en la base 
[v1,v2,:-* ,V,) por una matriz diagonal A en la que el elemento ¿—ésimo de la 
diagonal es A;. 


A=M"AM M=lvi va «0: va] (D.29) 


Demostración D.19 El teorema D.7 permite obtener la representación de A en 
la nueva base. Si denotamos esta representación por A tendremos 


Á=MAM 
con M la matriz modal que contiene los vectores propios 
M = [va Va ::: Vr] 


Para demostrar el teorema construimos Á = A y demostramos Á= MAM”! o 
lo que es equivalente, MA = AM: 


Mm 0 0 
z 0 da 0 
A=A= / 

0 0 An 


Calculamos por separado MÁ y AM: 


A 0 Aa ¿ra 0 
MA = [va va Peas Va] : : 5 : = Av: A2 Va na. An Vn] 
De ¿00 dolio 
(D.30) 
AM=A [va Va ..* Vr] = [Avi Ava +** Av] (D.31) 


Como Av; = Av; entonces las ecuaciones (D.30) y (D.31) se reducen a MÁ = 
AM o lo que es igual Ñ 
A=A=M"AM 
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Ejemplo D.33 La transformación lineal representada por la matriz 
4 1 
a= 651 


cuyos valores propios son (Ejemplo D.30) A1 = 2, A2 = 3 con vectores propios v; 


a n= [2] .==[. 


Tiene una representación en la base [v, v2) por la matriz diagonal 
e 1 -1|4 11 1| [2 O| [A 0 
a=mam= E Sl dll 

Ejemplo D.34 La transformación lineal representada por la matriz 

2 1 
ña 


cuyos valores propios son (Ejemplo D.31) A1 2 = 2+ con vectores propios v¡ va: 


dE B a 2, 


Tiene una representación en la base [v, v2) por la matriz diagonal 


A=M"AM= 
NOS 


D.5.2. Valores propios repetidos 


La diagonalización planteada en el teorema D.19 no siempre es posible si 
existen valores propios repetidos. Esto se debe a que el teorema D.17 se refiere a 
valores propios distintos, y sin ese resultado no puede asegurarse que el conjunto 
[v1,va,:-* ,v, ) sea una base. Esto se traduce en que la matriz modal M puede 
ser singular, y por tanto (D.29) no puede usarse debido a que M7! puede no 
existir. 


Definición D.32 Degeneracidad 

El número de vectores propios de una transformación lineal A de orden n x n 
linealmente independientes asociados a un valor propio A; es la degeneracidad del 
valor propio A;, denotada por d;. 


Teorema D.20 La degeneracidad de A;¿, un valor propio de una transformación 
lineal A de orden n x n es igual a 
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Demostración D.20 Un vector propio v; de A asociado a A; debe cumplir 
Av; == A¡V AI >. A)v; =0 


Según la definición D.29, el número de vectores propios linealmente independientes 
serán entonces la nulidad de la matriz que premultiplica al vector, 


di = v(A¡I NN A) 
Podemos emplear (D.16) para escribir 


Ejemplo D.35 Obtener los valores y vectores propios de la matriz A y diagonali- 


zarla 
1 2 
a=[”, 


Construimos la matriz B = (AI — A) y hallamos su determinante: 


B=(J-A)=A E í a E a E le eS] 


A(A) =det(B) = (A=D(A—=5)+4=A?*-61+9=(A-— 3)? 
Los valores propios de A serán las raíces de A(A) 
AM =242=2412=3 
La degeneracidad de A1 2 = 3 se obtiene con (D.32): 


dí =2- p(3I— A) 


ap) da 


Lo anterior significa que aunque A tiene multiplicidad 2, sólo es posible encontrar 
un vector linealmente independiente. Este se obtiene empleando (D.23), y resulta 


ser 
pl ja 
ay en general vi= |. 


No es posible construir una base para el espacio de dimensión 2 con un solo 
vector, por lo tanto no es posible diagonalizar A. 


Ejemplo D.36 Obtener los valores y vectores propios de la matriz A y diagonali- 


zarla 
3 0 —1 
A=|1 2 -—1 
-10 3 
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Construimos (AI — A): 


L6=8)- 0 1 
M=A= | is 
1 ia) 


Su polinomio característico resulta ser 


A(Y = A-3%1M -2) - (A- 2) = A — 81? + 204 — 16 


Las raíces del polinomio son A; = A2 = 2 A3 = 4. Para determinar la degeneracidad 
de A¡ calculamos A¡1— A 


1-3) 8 1 E 
Me As | =i* 0=9). To lelsto.0 1 
1 0 .(2=3) LO El 


Lo anterior significa que existen dos vectores propios linealmente independientes 
asociados a 1 = A2 = 2. Estos dos vectores junto con el vector propio asociado a 
A3 = 4 pueden formar una base y por tanto es posible diagonalizar A. Para obtener 
los tres vectores propios empleamos (D.23): 


3 0 —1| ja a 3 0 —1| Id d 
1 2 —1| |b| =2]0b 1.2 -—1 el =2|le 
-10 3 Cc Cc -10 3 f F 


Se originan los sistemas de ecuaciones 


3a—c=2a 3d— f =4a 
a+ 2b=c= 2b d+2e-— f =4e 
a + 3c= 2c =d+3f=4f 


Que se convierten en 
a=cC d=e=-f 


Podemos construir dos vectores linealmente independientes v;¡, va que satisfacen 


a = Cc y un tercero v3 que satisface d = e = —f, por ejemplo 
1 1 1 
v1] = 0 Va = 1 V3g= 1 

1 1 -1 


En la base [v; va v3) la transformación A se representa por A: 


1 -1 0 3.00 -N) fi 1 1 
A=M"AM=|-1/2 1 1/2 1. 2 -1||0 1 1 
1/2 0 -1/2||-1 0 3| [1 1 -1 


“libro” — 2006/1/25 — 15:02 — page 275 — 34299 


D.5. VALORES Y VECTORES PROPIOS 


Definición D.33 Vectores propios generalizados 
Sea A una transformación lineal A : C” > C” y sea A un valor propio de A. v es 
un vector propio generalizado de grado k de A asociado a A si y sólo si 


(A-AD'v =0 
(A- AD IY 20 10:38) 
Nótese que para k = 1 la ecuación (D.33) se reduce a (A — AD) = 0 con 

v 40, que coincide con la definición D.30 de vector propio. 


Definición D.34 Cadena de vectores propios generalizados 

Sea A una transformación lineal A : C” —= C” y sea v un vector propio genera- 
lizado de orden k asociado a A. Los vectores vz, Vx-1,Vx-2,*** , V1 forman una 
cadena de vectores propios generalizados de longitud k si y sólo si 


NARA = v 

ve1i = (A-ADv =  (A-—Alvz 

VL-2 = (A — AD?*v = (A E ADvr-1 (D.34) 
ví <= (A-AD*lv = (A-Alvz 


Teorema D.21 Sea N, el espacio nulo de (A— AL). N; es un subespacio de Ny ;. 


Demostración D.21 Sea x un vector en N;, por lo tanto (A — AD)'x = 0; al 
multiplicar a cada lado por (A — AI) se tiene que (A — AD*lx = 0 y por lo 
tanto x está en N¿,1. Esto demuestra que WN; C N¿+1, y por lo tanto N; es un 
subespacio de N¿41. 


Teorema D.22 Sea N, el espacio nulo de (A — AI)”. Sea v; el ¿—ésimo vector 
de una cadena como las definidas en (D.34). El vector v; está en N; pero no en 


Ni-1. 


Demostración D.22 La demostración se obtiene calculando (A — AD)/v; y (A — 
AD *v; y utilizando (D.34) y (D.33): 


(A—ADiv;, =(A-AD(A — ADV =(A-—AD*v=0 
(A=ADFty, = (A=ADFEHA AD" y = (A =AD* Iv 40 
Los teoremas D.21 y D.22 se visualizan en la figura D.11. Cada subespacio 
nulo N,; está embebido dentro del subespacio nulo N;y1, y el vector v; está 


justo en la diferencia entre N; y Ni-1. 


Teorema D.23 Los vectores de una cadena de vectores propios generalizados 
como los de la definición D.34 son linealmente independientes. 
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FIGURA D.11: Espacios Nulos de (A — AI) y cadenas de vectores propios 
generalizados 


Demostración D.23 Dado que cada vector v; pertenece a un subespacio diferen- 
te, según se muestra en la figura D.11, estos vectores no pueden ser linealmente 
dependientes. 


Ejemplo D.37 Sea A la transformación 2 x 2 


1 2 
A => 
que tiene un valor propio repetido A = 3 Para encontrar los espacios nulos N, y 
N2 construimos las matrices B y B?: 


a. Pa 


El espacio nulo N, es el conjunto de los vectores v¡ tales que Bv; = 0, mientras 
que el espacio nulo NV es el conjunto de los vectores vz tales que B?v = 0. 


Claramente se ve que 
v] = Va = 
(0) C 


Es decir, el espacio nulo NV es la recta de pendiente 1, mientras que el espacio 
nulo Na corresponde a ¡R?, tal como se muestra en la figura D.12. 

Un vector propio generalizado de orden 2 debe estar en Na, pero no en N,, por 
ejemplo 
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v1 = dim( 1) =1 


FIGURA D.12: Espacios nulos del ejemplo 


Lo que origina una cadena de vectores generalizados 


Va = v 


(A — Ava 
ap ges 


Teorema D.24 Sea A una transformación lineal n x n con un único valor propio 
repetido, A1 = A2 =+*+ = An = A. Sea v un vector propio generalizado de orden 
n asociado a A. En esas condiciones, se cumple que J = M7*AM en donde 
M es la matriz modal formada por los vectores de la cadena de vectores propios 
generalizados creada por v y J es una matriz n x n casi-diagonal que tiene a A en 
la diagonal, 1 encima de la diagonal, y O en cualquier otro lugar. Es decir 


vi 


EA 0 
o e 
0.0. A --- 0 
IJ=|... 
0.0.0 1 
0.0.0 A 
= [vv va] PA [vi va ==> vn] (D.35) 
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Demostración D.24 Demostrar (D.35) equivale a demostrar MJ = AM, por lo 
tanto calculamos por separado MJ y AM y comparamos los resultados: 


A1 0-0 
0 A 1 --- 0 
0.0 A +++ 0 
MJ = [vs Va V3z -:* Vr] : 
0.000 1 
0.000 A 
MJ = [Avi (vi + Ava) (va+Av3) ::* (v,n-1+AvVn) ] 
AM=A lv, Va V3 +: v,] = [Avi Ava Av3z +:*-* Av,] 


De acuerdo con la definición D.34, el vector v; de la cadena se calcula como 
v; = (A — ADv;+1 , por lo tanto 


Aviy1 = Vi + AÁVi+1 ¿=1,2,+-,n—1 


lo que significa que las columnas 2, 3, --- ,n de MJ son iguales a las de AM. Para 
demostrar que la primera columna también es igual, empleamos el teorema D.22, 
según el cual ví € N1, es decir 


(A—ADv, =0 
y por lo tanto Av, = Avi, lo que concluye la demostración. 


Ejemplo D.38 Sea A la transformación 2 x 2 


a=[ 7 


que tiene un valor propio repetido A = 3 y una cadena de vectores propios genera- 
lizados (ejemplo D.37): 
_|-2 el 
vi = 39 Va = 0 
El resultado de calcular M7AM es 
-1 
-1 ca Ze 1 1 2|-2 1| [3 1 
miam= [3 , -2 5||-2 0| 0 3 
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Y, 


FIGURA D.14: Diagrama de Matthew vacío simple 


D.5.3. Obtención de vectores propios generalizados 


El teorema D.24 supone que la matriz A de tamaño n x n tiene un vector 
propio generalizado de orden n asociado al valor propio A, a partir del cual se 
construye una única cadena de vectores. Esto no siempre sucede, por lo tanto, 
es necesario contar con un procedimiento para encontrar el conjunto de vectores 
propios asociados a A. 

Según el teorema D.21, N¿ es un subespacio de N;,1, si denotamos por »; 
la dimensión de N;, lo anterior significa que 1; < Vj41. 

Este hecho permite construir el diagrama de Matthew (figura D.13) en el 
que se muestran las nulidades 11, va, -+- , 1, mediante casillas de un arreglo (1; 
será igual al número de casillas para N; en el arreglo). 

Debido a que N; es el espacio nulo de B = (A — AD", es posible calcular 
v, empleando (D.16) y de esa manera establecer la forma del diagrama de 
Matthew 

1 =n-p(B') 


Si definimos 2, = 1; — 1-1 el diagrama de Matthew tendrá la forma que se 
muestra en la figura D.14 


Ejemplo D.39 Forma del arreglo 


Cada casilla del diagrama de Matthew podría contener un vector de la base 
para un WN. Los vectores que sirven de base para N; también pueden formar 
parte de la base de N;,1, ya que N¿ CNi41. 

Debido al teorema D.22, un vector v; de una cadena de vectores puede 
formar parte de una base para N; que no pueden formar parte de una base 
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FIGURA D.15: Diagrama de Matthew lleno 


para N¿_¡. Esto permite diseñar una estrategia para buscar las bases de los 
N; y así llenar el diagrama de Matthew. Para ello empleamos las siguientes 
convenciones. 


1. Identificar el número de columnas del diagrama como q. 


2. Identificar las columnas del diagrama como c1,C2,*** ,Cg de izquierda a 
derecha. 

3. Identificar el tamaño de cada columna como h1,h2,+** ,hg. 

4. Identificar cada celda por los subíndices 2,7, con ¿ = 1,2,---,q e 1 = 
1,2,--- ,rj de arriba a abajo. 


5. Identificar el vector de la celda i, j por X;,;. 


Para llenar el diagrama de Matthew deben buscarse q vectores propios ge- 
neralizados v1,vV2,*** , V¿ de orden h1,h2,:-* ,hy respectivamente. Cada uno 
de estos vectores estará ubicado en la primera celda de las columnas, es decir 
X;,1 = Vi. Cada columna se completa con la cadena de vectores propios gene- 
ralizados, creada por el primer elemento de la columna. La forma que adopta 
el diagrama de Matthew se muestra en la figura D.15. 


Ejemplo D.40 Sea A la matriz* 


NS A A E A 
DO +2 de y 
lo 0 2 eel 
Qu. 0% 10 0 E 
O OSI y DI 1 


det (A — AD) = [(3- YA - A) + 1A-— 41 -A?-1] =(A-2%A=0 


*Adaptado de [5, pp.: 43] 
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Es decir, A tiene un valor propio 2 de multiplicidad 5 y un valor propio O de 
multiplicidad 1. Nos proponemos encontrar el diagrama de Matthew de los vectores 


propios asociados a A¡ = 2. 
Para ello definimos B = (A — 21) y calculamos B/, B!, B?, B?,... 


B"=1 pA-2D=6 1 =6-6= 


SE A AE 
E E E 
CO E A: pA-2D) =4 
E y y ES ES m1 =6-4=2 
0-0 207 0 bd 
000 de. 0 
0022.00 
0.0042 0 0 
A A: p(A-—2?=2 
0000 0.0 y=6-2=4 
0-0:070.025.=2 
0000 $0! 0 Y 
0000 0.0 
0000 0.0 
gs_|[0. 0.0.0 0 0 p(A — 21? =1 
0000.00 my=6-1=5 
000.0 -4 4 
000.0 4 -4 


Puede comprobarse que v¿ = 13 = 5 y por tanto no es necesario continuar. 
Con la información anterior podemos calcular D;: 


D3 = Va = B=4= 1 
Da = VU = 4-2= 2 
Dr = DVvi-=Vvp = 2-0= 2 


Con esta información podemos construir el diagrama de Matthew 


De donde se deduce que q = 2, hi =3 y ha =2. 
El algoritmo para encontrar v1,vV2,-** , Vy es el siguiente: 
dec TY: 


2. V una matriz vacía. 
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3. P una matriz vacía. 
4. Encontrar Ny, , una base para N;,, . 
5. Construir Q = [P B*--N,,). 


6. Emplear el algoritmo izquierda-a-derecha para extraer las columnas de Q 
linealmente independientes y adicionárselas a P. Por cada columna que se 
extraiga de Q se extrae la columna correspondiente de N», y se adiciona 
a la matriz V. 


7. Sea d la siguiente columna con hg < h¿. Hacer c = d y repetir desde 4 
hasta terminar las columnas. 


8. V es la matriz que contiene a V1,V2,:** ,Vg- 


Ejemplo D.41 Para obtener los vectores v, y va del ejemplo D.40 identificamos 
q =2, hi =3, ha2= 2, y empleamos el algoritmo siguiendo los siguientes pasos: 


1. Para c= 1 se tiene que h¿ = 3, por lo tanto buscamos N3 una base para 
N3, es decir buscamos los vectores x tales que B%x = 0: 


0 
0 
0 


o. 0 -PRh00o00o0 


dl 
0 
0 
0 0 
0 
0 


¡aaa aa 
O0Oo0ooOoO Oo 


2. Construimos Q = [B?N3|] 


2) 

Jl 
2Sooonmo 
2ooonw 
Sis oleo 
ocooooo 
ooo E) 


3. Al aplicar el algoritmo izquierda-a-derecha sólo se extrae la primera columna 
de Q, por lo tanto las matrices P y V serán: 


OO0Onr-nooo 
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4. La siguiente columna de altura menor a 3 es la columna 2, con ha = 2, por 


lo tanto buscamos Na una base para N2, es decir buscamos los vectores x 
tales que B?x = 0: 


0 0 0 -1 
0.707 0.707 0 
=0.5 0.5 0 


o 
al 
| 
S 
a 
o 
ooooo 


. Construimos (QQ) = [P BN»] 


2 00 070% 0 «1 

2 0.707 0.70% 0: 1 
o 0 0 1.414 0 
e=lo 0 O  —1414 0 
0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 


. Al aplicar el algoritmo izquierda-a-derecha sólo se extraen la primera y la 
cuarta columnas de Q), por lo tanto las matrices P y V serán: 


2 0 0 0 

2 0 0 0 

O 1.414 0 0 
E O -—1.414 de 1 0 

0 0 0 0.707 

0 0 0 0.707 


. La matriz V = [va va] contiene los dos vectores necesarios para construir 
el diagrama de Matthew, por lo tanto el conjunto completo de vectores 
propios generalizados de A asociados a A¡ = 2 son los que aparecen en el 
diagrama de Matthew: 


2. M0 0 0 
2 -10 0 0 
0. 0 0. 1.414 0 
á ES 
[B ví Bv; vi Bv v, ] = 0 0 1 -1.414 0 
0.0.0 0 0.707 
0.0.0 0 0.707 


D.6. Forma canónica de Jordan 


Sea A una transformación lineal A : C” —= C”. Sean A1, A2,*** , Am los valo- 


res propios diferentes de A. Sea A; uno de esos valores propios, de multiplicidad 


283 


“libro” — 2006/1/25 — 15:02 — page 284 — $308 


OSCAR G. DUARTE 


r cuyo diagrama de Matthew, tiene q¿ columnas; la ¿—ésima columna tendrá 
altura h;¿; además los vectores propios generalizados asociados a Aj obtenidos 
con este diagrama son V;1, Vj2,*** , Vir; 

En esas condiciones, es posible encontrar dos matrices M y J tales que 


J=M-"AM (D.36) 
Ji 0 0 
0 Ji 0 
: a 0 
o 0 Tia 
o e (D.37) 
Jo1 0 0 
0 J ,2 0 
0 : A 
0 MS OA 
ds 0 0 
de 0 
dis 0 (D.38) 
0 0 0 l' 
0.0.0 lncisr 
M = [var Via coto Vin co Vml Vm2 *** Vmra ] (D.39) 


J es conocida como la forma canónica de Jordan de A. La ecuación D.37 
muestra que la matriz J es diagonal por bloques, es decir, está formada por 
bloques organizados en la diagonal. Por fuera de estos bloques sólo hay ceros 
en la matriz. M es la matriz modal, y está formada por los vectores propios 
generalizados de A. La matriz modal no es única. 

Los bloques J;; que forman J tienen las siguientes propiedades: 


= Cada valor propio diferente Aj tendrá asociados uno o varios bloques J;;. 


= El número de bloques asociados a A¿ será igual al número de columnas 
de su diagrama de matthew, q;. 


= Los bloques J;, son cuadrados, y el tamaño del bloque (el número de filas 
o de columnas) es igual a la altura de la columna correspondiente en el 
diagrama de Matthew, hy. 


= Cada bloque J;; tiene en la diagonal al valor propio Az, tiene 1 por encima 
de la diagonal, y cero en las restantes casillas. 
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= Cada valor propio que no se repita tendrá asociado un único bloque de 
tamaño 1. 


= En el caso sencillo en que ningún valor propio se repita J será una matriz 
diagonal que tendrá en la diagonal a los valores propios A1,A2,--+ , An. 


Ejemplo D.42 Para obtener la forma canónica de Jordan de la matriz A del ejem- 
plo D.40, se necesita construir la matriz modal M con todos los vectores propios 
generalizados. En el ejemplo D.41 se calcularon los vectores asociados a A = 2. 
En vector propio asociado a A2 = 0 será: 


0 
0 
0 
E 
—0.707 
0.707 
Por lo tanto la matriz modal será 
2 1 0 0 0 0 
2 -10 0 0 0 
0. 0 0. 1.414 0 0 
MA lao dl ada: 0 0 
0. 0.0 0 0.707 —0.707 
0 0 0 0 0.707 0.707 


e 0 PA OOOO 
A a a 021000 
Sa 0, 002000 
J=MY?AM= ler. pardas E pen 
0: 0d. 2 A 0.000.210 
Del 200 «8 0.000.020 
De Loa 000000 
0.0.0 0.0 0 
Nótese que el valor propio A = 2 tiene dos bloques de Jordan asociados 


de tamaño 3 y 2 respectivamente, tal como se podría inferir de su diagrama de 
Matthew: el diagrama tiene dos columnas, la primera de altura 3 y la segunda de 


altura 2. 
El valor propio A2 = 0 no se repite, y por tanto tiene un único bloque de Jordan 
asociado de tamaño 1. 


D.7. Forma canónica real de Jordan 


Dado que los valores propios de una matriz pueden ser complejos, en general 
las matrices J y M que aparecen en las ecuaciones (D.37), (D.38) y (D.39) serán 
complejas. 
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No obstante, cuando existen valores propios complejos es posible efectuar 
otro cambio de coordenadas diferente que produce también una matriz diagonal 
por bloques, pero real, conocida como la forma canónica real de Jordan. 


D.7.1. Bloques de Jordan de tamaño 1 


Supóngase que la matriz A tiene dos valores propios complejos conjugados 
A; =a+J3b y Aiy1 = a— 3b, y que cada uno de estos valores tiene un bloque de 
Jordan de tamaño 1, asociado a los vectores propios generalizados Vx Y Vr+1, 
que también son complejos conjugados. Es decir, la forma canónica de Jordan 
de A es de la forma 


¡=miam=| “PP 0 
0 a— jb 
M=|Í.-- Ve Vil 00] 


La forma canónica real de Jordan reemplaza los dos bloques de tamaño 1 
por uno de tamaño 2 de la forma 
a b 
—b a 


Es decir, la forma canónica real de Jordan de A será 


a b 


Jr, = M¿'AMz = es 


La matriz modal real Mp se obtiene reemplazando en M los vectores com- 
plejos conjugados Vx y Vx+1 por dos vectores reales con la parte real y la parte 
imaginaria de v, es decir 


Mz =|[:-- Re(v;) Im(v;) 0.-] 


Ejemplo D.43 Sea la matriz A 


0.05 0 
A=|0 0 -2 
1.1 -2 


Los valores propios de A son 


A =-1 A2,3 = -0.53+ 0.866 
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La forma canónica de Jordan de A y la matriz modal que la producen son: 


-1 0 0 
J=|0 —0.5+ 30.866 0 
0 0 =0.5 — 30.866 


—0.408 (—0.015— j0.408) (—0.015 + 50.408) 
M=| 0.816  (0.721+30.382) (0.721 — j0.382) 
0.408 (0.346—¿j0.217)  (0.346+ 0.217) 


Para obtener la forma canónica real de Jordan de A construimos la matriz real 
Mr, y verificamos. 


0.408 —0.015 —0.408 
Mx= | 0.816 0.721 0.382 
0.408 0.346  —0.217 


1 0 0 
Jrp=M¿'AMa|0  -0.5 0.866 
0  —0.866 —0.5 


Otra alternativa 


Dado un bloque 


existe una matriz N tal que NAN”! es real, con la forma canónica real de 


Jordan: SS á 
0 la) aca] Mavi|5 a 


Una interpretación 


Un bloque real de jordan J, asociado a un valor propio a + jb puede rees- 
cribirse de la siguente forma: 


a bd a 0 0 db 
2% Pals + [9, 9] mora 


En donde l es la matriz identidad, y L es una matriz que cumple un papel 


similar a ¿ = y (1), ya que 


ÚS l 30% 
3=[1 o 3?=-1 


De esta manera, un bloque real de Jordan puede interpretarse como un 
número complejo matricial. 
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D.7.2. Bloques de Jordan de tamaño mayor que 1 


Dado un bloque 


a+ 3b dl 0 0 

J, = 0 a+ jb 0 0 

¿3 0 0 a— jb 1 

0 0 0 a— jb 
Su forma canónica real de Jordan es 

a b 1 0 
ba 0 1 
IR=(0 0 a b 
0 0 —b a 


En la diagonal está la nueva presentación de los e-valores, como bloques 
reales de Jordan y sobre la diagonal está la matriz identidad. Para obtener este 
matriz puede procederse de forma similar a como se hace con los bloques de 
tamaño 1, es decir, reemplazar los vectores propios complejos conjugados por 
vectores con las partes real e imaginaria de éstos. 

En general J p, será de la forma: 


(al + bL) I O... 0 0 
0 (aI+bL) 1 --- 0 0 
: : : : (D.40) 
0 0 0 (al + bL) I 
0 0 0 -- 0 (al + bL) 


D.8. Funciones de matrices cuadradas 


Sea f(0) una función que opera sobre un escalar, y sea A una matriz cua- 
drada n x n. En esta sección se aborda el problema de cómo calcular f(A), es 
decir, cómo extender f(0) de los escalares a las matrices. 


D.8.1. Polinomios de matrices 


Si f(c) es un polinomio, la extensión a las matrices se fundamenta en la 
definición 
AFZAA--A  A%=I (D.41) 
=> 
k veces 
Si la matriz A tiene una representación canónica de Jordan J obtenida con 
la matriz modal M, es decir, si A = MJM”! entonces 
A* = (MIJM 5 (MIM”)...(MJM"!) =M(J---J)M! 


a > 
k veces k veces 
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A* =MJé'M! (D.42) 
Como J es una matriz diagonal por bloques, el cálculo de J* puede efec- 


tuarse como sigue: 


MU O. 01 [3 DO o 
0 Jo --- 0 0 JE --- 0 
A e 

0 0 ++ J, 0. 0 -- J£ 


Empleando la definición (D.41), un polinomio genérico 
fo) =a9+a10 +30 +: +ano” 
puede calcularse en A como 


FA) =apT+a¡A+a9A?+---+an A” 


o en función de las matrices M y J: 


F(A) =agMM ? + a¡MJM ? + a¿MJIÍM + ---+a,¿MJ"M 


FA) =MA(IM" (D.43) 
Ejemplo D.44 Calcular A* cuando A es una matriz diagonal: 
Mm 0-0 ps 0-0 
a 0 A --- 0 li 0 M0 
0 0 --- An 0 0 ... e 


Ejemplo D.45 Calcular A* cuando A es una matriz con la forma de los bloques 
reales de Jordan para el caso en que los valores propios son imaginarios puros 


a=[l, y 


calculamos los primeros términos A!, A?, A*, A*, A? y Af: 


¿[0 b 2 [2 0 ¿[o 9 
| alos el: PEO 


-b 0 
be 0 o » eE 0 
4 _ 5_ 6_ 
A O E 
Observando la secuencia se puede inferir que 
Dé 
' a A si k es par 
Ar _ 
np 
' pi ( E e | si k es impar 
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Ejemplo D.46 Calcular A* cuando A es una matriz con la forma de los bloques 
de Jordan; para ilustrar este caso supongamos una matriz de tamaño 5 x 5 


> 

l 
(«uo ero JA emo E ao 
oOo0o>m. 
Oo>H _hoao 
O vPpoo 
Y Rooo 


A, 0 0 0 SE NO A DOI 
0 A O: O 05-12 2% <L- U 
Al=|0 0 A 1 0 A?=|0 0 >» 22 1 
0 00 Al 0-0 0 4-2 
030 0 A 0-0 Do. 
AB 3142 3A 1 0 A 4 612 4A 1 
0 4% 34 34.1 0- A 44% 612 4 
A =|0 0 A3 32 3A Af=|0 0 A% 4x3 622 
A A y O E E O NE NO E DE 
O- 0 00 De 0 cm e 
A BA AS 100 SA AFB BAS 20 15 
AB 5A% 104% 1022 AS 61% 151% 203 
A? 0 AS BA TOA | AS 0 A 645 15M 


0 0 

0 0 

0 0 0 AS BAS 0 0 0 A 
0 0 0 0 0 Jo 


Puede verse que A? es una matriz triangular superior, en la que los elementos 
de la fila ¿ son los mismos elementos de la fila ¿ + 1 pero están desplazados una 


casilla a la derecha. 
Los términos de la diagonal son A*. Denotemos por a; un elemento que esté 


desplazado ¡¿ casillas de la diagonal en cualquier fila; az será 


A 0 sij<k a k Y 
¡== 1 Ls o. ¡== ¿ 
Aa AS sij2k 5x9 


Este resultado se puede generalizar para una matriz n x n con la forma de los 


bloques de Jordan: 


“libro” — 2006/1/25 — 15:02 — page 291 — ¿4315 


D.8. FUNCIONES DE MATRICES CUADRADAS 


AR kl Ab 1 El 142... kl Abon+1 
TD) 21(k-2)1 n—1)(k=n+1D)1 
0 AR A kl AR n+2 
TMK=DT n—2)U(k=n+2)! 
a | : se : (D.44) 
0 0 0 AF n= 
0 0 0 0 AF 


En caso de que un exponente k — j sea negativo, el término correspondiente 
en D.44 será O 


D.8.2. Funciones como series de potencias 


Es posible extender una función f(o) de los escalares a las matrices em- 
pleando la representación de f(o) en series de Taylor expandidas alrededor de 
0 (series de MacLaurin): 


eee (0 k (0 
10)=» 37 pa) (D.45) 


Empleando (D.45) se puede expresar f(c) como un polinomio de d. Si A 
es una matriz cuadrada, puede calcularse f(a) empleando ese polinomio. 
Las siguientes son las expansiones de algunas funciones comunes: 


2,42 3k dk 
tes ot  aOft ot o*t 
e A 1 21 3 Al (D.46) 
2,2 444 646 848 
ot att ot art 
at (D.47) 
t 3,3 545 TE7 
ra E, A. (D.48) 


1! 31 5! 7 


Ejemplo D.47 Sea A una matriz diagonal como la del ejemplo D.44. Para calcular 
eA! podemos emplear (D.46) 
242 34h 44k 
At = I At + atte” + ae” + At 
11 2! 3! 4! 


e 


que de acuerdo con los resultados del ejemplo D.44 se calculará así: 


LL 0* +50 mM 0... 0 O e 
als [0 1 ++ 0] ¿[0 da ++ 0| ¿20 A 0 
0.0 1 0 0 NS 0 0 M2 
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2,2 
(1+ 44 AE) o 
poa 0 (14 E) 0 
0 0 o (1+4%+...) 


Cada uno de los términos de la diagonal corresponde a la expansión en series 
de Taylor de una exponencial como las de (D.46), por lo tanto e4* será: 


egmt 0 
0 et 0 
¿At ES ] 
0 0 ent 


Ejemplo D.48 Sea A una matriz con la forma de los bloques reales de Jordan 
para el caso en que los valores propios son imaginarios puros, como la del ejemplo 
D.45. Para calcular e4* podemos emplear (D.46) 


aq, Al PO e O 
A A 


que de acuerdo con los resultados del ejemplo D.45 se calculará así: 
ac_[1 0, +[o 5] tf? 0] *Jfo -os] tft 07. 
oro arado 23 les o Palo a]? 


(1 E E) (e e 
tp? 


ra Po 


¿At _ 


Cada uno de los términos de la matriz corresponde a la expansión de Taylor de una 
sinusoide como las de (D.47) y (D.48), por lo tanto e%* puede calcularse como 


¿At | cos(bt) dl 
— |—sin(bt) cos(bt) 


Ejemplo D.49 Sea A una matriz con la forma de los bloques de Jordan como la 
del ejemplo D.46. Para calcular e%* podemos emplear (D.46) 


arq ,Al EN a A 


z TOO TA A 


que de acuerdo con los resultados del ejemplo D.46 se calculará así: 


1.0 sos A 1 A M? A Loop 
At 0.1 0 +-+.. AN LM e O E o E 
en = a +3 2 qe. 


A e, 2, 
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oo AR oo  A-P=1¿k oo  A*=2¿k 
A k=1 TMk=D] 2d 2-2] 

At oo AR oo  A*=1¿k 

er = 0 k=0 “KI ol 1D 


ye are o ABTIGR LO ¿200 per 2h? 
k=0 El 1! k=1  (k-1)! 2! k 

ME 0 co  ARph ” oo  ART1¿K=1 
Es = 


A uZa=l en 


Efectuando el cambio de variable m = k — j se tiene 


oo AREA SA APED. TÉNAOO. CAME 
k=0 "El 11 4m=0 (my 214m=0 (m)! 
At — SS. AE Lyo AñO 
Em 0 k=0 "El 1! Et (m)! 


Cada una de las sumatorias corresponde a la expansión de Taylor de una expo- 
nencial como la de (D.46), por lo tanto 


AM t,AM PLA 


e ire are 
¿At => 0 A qe 


(D.49) 


Ejemplo D.50 Sea A una matriz con la forma de los bloques reales de Jordan 
a b 
EA 
Para calcular e4* escribimos A como la suma de dos matrices: 
a b a 0 0 bd 
a ae 


De tal manera que e%* 


= eBteC. Empleando los resultados de los ejemplos D.47 
y D.48 se tiene que 


sl 2] «2% 2%] 


¿A E »] | cos(bt) al _ E cos(bt) e 2d] 


O el [—sin(bt) cos(bt) el sin(bt) e“ cos(bt) 
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D.8.3. Definición de funciones mediante polinomios 


Definición D.35 Polinomio mínimo de una matriz 
Sea A una matriz cuadrada. El polinomio mínimo de A es el polinomio mónico 
(0) de menor orden tal que y(A) = 0 


Teorema D.25 El polinomio mínimo de una matriz cuadrada A es el mismo po- 
linomio mínimo de su representación canónica de Jordan J. 


Demostración D.25 En virtud de (D.43), es claro que y(A) = 0 si y sólo si 
v(3) =0. 


Definición D.36 Índice de una matriz 

Sea A una matriz cuadrada, cuya forma canónica de Jordan es J, de la forma de 
(D.37). Cada valor propio A; es de multiplicidad r; y tiene asociados q, bloques de 
Jordan de la forma de (D.38). Cada bloque es de tamaño hs. Se define el índice 
del valor propio Aj, denotado por ñ¿ como el tamaño más grande de los bloques de 
Jordan Jj; asociados al valor propio A;. Claramente ñ; < r, y ñ¿ = máx; (hy). 


Teorema D.26 Sean Aj,A2,:-* , Am, los valores propios de una matriz A con 
Índices ñ],N2,:** , Rm respectivamente. El polinomio mínimo de A es 
m 
va) =][0-A)” (D.50) 
j=1 


Demostración D.26 De acuerdo con el teorema D.25, basta con demostrar que 
(D.50) es el polinomio mínimo de J, la forma canónica de Jordan de A. 

Consideremos primero la matriz J; con los bloques de Jordan asociados al valor 
propio Aj: 


Ja 0. -- 0 
0 Jj 0 
mala EE, 
0.0 ++ Jj 


El polinomio mínimo de J; es (A) = (A— A;)”% como puede comprobarse al 
calcular (J;; — AjD)”: 


0.1.0 0 0 

0.0 1 0 0 

0.00 0 0 
(ji = AD) = 

0.00 o 1 

0.00 0 0 


his Xxhij 
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0 0 1 00 
0.0.0 0.0 
0.0.0 0.0 
(Jj — AD” = 
0.0.0 0.0 
0 0 0 0 0 hij Xhij 
0.0.0 1.0 
0.0.0 1 
0.0 00 
(Jj; — AjD)*572 ll ] 
0.0.0 0-0 
0 0 0 0 0 hij Xhsj 
0.0.0 o 1 
0.0.0 - 0.0 
0.0 0-0 
(Sy AD" = | 
0.0.0 --- 0.0 
A 


(Si — AjD"" =0 


De acuerdo con la definición D.36 nr; es el tamaño del bloque de Jordan asociado 
a Aj más grande, es claro que (J;; — A¿1)”% = 0 para todos los bloques de Jordan 
asociados a A¿. Como Jj es diagonal por bloques, y sus bloques son J¿; se desprende 
que (J; — A¿1)”% =0 es decir, que el polinomio mínimo de J, es (A— Aj)”. 

Siguiendo un argumento similar, como J es diagonal por bloques, y sus bloques 
son J;, se tiene que el polinomio mínimo de J es 


va) =][0- Aj)” 
i=j 
Ejemplo D.51 Las matrices, 
a 0.0.0 a 0.0.0 a 1.0.0 
0.a 0.0 0a 1.0 0a 1.0 
Alo caco “22 lo 00. 0127 lo 00 
0.0.0 b 0.0.0 b 0.0.0 b 


que están en la forma canónica de Jordan, tienen todas el mismo polinomio carac- 
terístico A(A) = (A— aJ%(A — b). Sin embargo, el polinomio mínimo de cada una 
de ellas es diferente, debido a que el índice de a es diferente: 


= para Ay es Y1(A) = (A— aJ(A— Dd). 
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= para Az es Y2(A) = (A— aJ?(A — Dd). 
"= para Az es 3(A) = A E A ER b). 


Teorema D.27 (Teorema de Caley-Hamilton) Si A(0) es el polinomio caracterís- 
tico de una matriz cuadrada A, entonces A(A) = 0 


Demostración D.27 El polinomio mímino de A es 


m 


va =][0-aA;)” 


1=) 


Mientras que el polinomio característico es 


AY =][[0 A,” 


1=) 
Como ñ;¿ < ny, y como y(A) = 0, queda demostrado que A(A) = 0 


Definición D.37 Valores de una función en el espectro de una matriz 

Sean A1, A2,:** , Am, los valores propios de una matriz A con índices M1,N23,*** Rm 
respectivamente. Sea 4) el polinomio mínimo de A y sea f un polinomio cualquie- 
ra. El conjunto de valores de f en el espectro de A son los valores: f(W(A;) para 


[=0,1,2,---,¿—1;14=1,2,--- ,men donde $ (A;) = aaa y en total 
o=A; 


m ES 
son n = ),_, Mi valores. 


Teorema D.28 Sean Aj,A2,:-* Am, los valores propios de una matriz A con 
Índices N1,N2,:** , Rm respectivamente. Sea 4 el polinomio mínimo de A y sean 
f y y dos polinomios cualesquiera. En esas condiciones cualquiera de las siguientes 
afirmaciones es equivalente 


1. FA) =y(A). 


2. Una de dos condiciones se cumple: o bien f =hiv+gó g =h2Y + f para 
algunos polinomios h;, ha. 


3. Los valores de f y de g en el espectro de A son iguales fW(A¿) = gUV (As) 
para 1 =0,1,2,---,R¿— 1;1=1,2,--- ,m. 


Demostración D.28 Dado que y(A) = 0 es evidente la equivalencia de las afir- 
maciones 1 y 2. Para demostrar la equivalencia entre 2 y 3 basta recordar que 
v(A) =T[521A= Aj)” y calcular las derivadas FO) y 9 As). 

Definición D.38 Funciones de matrices cuadradas 

Sea f(A) una función, no necesariamente un polinomio, definida en el espectro 
de A. Si g(A) es un polinomio que tiene los mismos valores en el espectro de A 
entonces se define Ff(A) = g(A). 
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La definición D.38 brinda una posibilidad para extender a las matrices cua- 
dradas una función f(A) definida para escalares. Es decir, permite calcular 
F(A) buscando un polinomio adecuado g y calculando g(A). El procedimiento 
completo puede resumirse así: 

Sea F(A) una función, y sea A una matriz n x n. Para calcular F(A) deben 
seguirse los siguientes pasos: 


1. Obtener el polinomio característico de A 
AA=] [A -A,)” 
i=1 
2. Definir el polinomio g(A) 
JA) =0+MA+ 09 A 4 +09 117? 


en donde Qp,::*,Q%,-1 son desconocidas. Cualquier otro polinomio de 
orden n— 1 es igualmente válido. 


3. Plantear n ecuaciones igualando los valores de f y g en el espectro de A: 


90) = gx) para l= 0,1,2,-- S ¿Má > 12 5 1,2,- mM 
4. Obtener Q%p,:** ,Qn-—1 a partir de las n ecuaciones del punto anterior. 
5. Calcular F(A) =y(A) = 001 + MA + 094 +++ +09 1A7!, 


Ejemplo D.52 Calcular A% con 


ab 7 


El problema puede plantearse también de la siguiente forma: dada f(A) = A%% 
calcular F(A). Empleamos el procedimiento propuesto: 


1. El polinomio característico de A es 


AA=(A- 1)? 


2. Definimos el polinomio 
g(A) = 00 + 01A 


3. Obtenemos las ecuaciones 


(1) =1% =1 g9 (1) =00 + 1a1 
fM(1) = 50. 1% =50 9U(1)=aj 
fO(1) =y90(1) o +01 =1 
f00)=9(1) 01 =50 
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4. obtenemos Qy y q: 


5. Calculamos F(A) = g(A) 


say=a oo Temo! 0 


Ejemplo D.53 Calcular f(A) cuando A es una matriz con la forma de los bloques 
de Jordan. Para ilustrar suponemos una matriz de orden 4 x 4 


Md 1.0.0 
0 Ax 1 0 
0 0 A 1 
0. 0 0 A 


Empleamos el procedimiento propuesto: 


1. El polinomio característico es 
A) = (A M1 
2. Definimos un polinomio de orden 3 


A) =0 + au(A—=A) + a2(A— A)? + a3(A— A1)* 


3. Obtenemos 4 ecuaciones 


1) =9(41) =00 
FU) =9 (4) = Los 
FA) =9% 041) = 2a2 
FA) =9% 041) = 3las 
4. Obtenemos los valores de «;: 
o = f(A1) 
a =¿M(A1)/1 
am =P (A1)/2 
as =9(1)/31 
5. Calculamos Ff(A) = g(A) 
(1) (3) 
fa) = 0) pl (amet apa Ea (A—AD? 
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LO O E e O 

Ñ 0d ON AMO OO o 
Ha)=f040 lo 0 1 01 += lo 00 117 
0.0.0 1 0.0.0.0 
0.0.1.0 0.0 1 

ESA OCIO 061 O) 0.0 0 
2 lo 0.0.0 A NO 0 
0.0.0.0 0.0 0 

f 


; Sas) ¡So 
A 
( 


0 
0 

0 

0 

FA) Pa) 220) ES 


A 2! 
0 0. ¿0 
0 007 0) 


Siguiendo un procedimiento similar puede obtenerse f(A) cuando A es una 
matrix n x nm con la forma de los bloques de Jordan 


-(1) e) (m—1) 
FA) ¿ e E a A A 
[ED] e(n—2) 
0 fa) EQ. EA A 
zz .(1—3) 
ÑA)=| 0 0 E ss E (D.51) 
0 0 0 pe A) 


Ejemplo D.54 Calcular F(A) cuando A es una matriz con la forma de los bloques 
de Jordan y F(A) = e”. 


Empleando (D.51) se obtiene directamente e2* 
NS 


M 
AM t 
¿At 0 e 


1 
are 
bLA 
e 


(D.52) 


Nótese que las derivadas en (D.51) son respecto a A. Vale la pena comparar 
los resultados (D.49) y (D.52). 


Ejemplo D.55 Calcular F(A) cuando A es una matriz con la forma de los bloques 
de Jordan y F(A) = (s — A)”?. 
Empleando (D.51) se obtiene directamente (sI — A)”!: 


A 
(s—A1) ear (s—A1)* 


(s—A1) (s=1)? 
0 


LN (D.53) 
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propiedades, 29, 32, 211-217 
teorema de valor final, 93, 215 
teorema de valor inicial, 215 
transformada bilateral, 28 


transformada Z, 24, 28-42, 185, 218— 


223, 226-231 
convolución, 222 
definición, 28 
diferencia positiva, 219 
escalamiento en la frecuencia, 220 
inversa, 29 
inversas por fracciones parciales, 
37-41 
linealidad, 218 
multiplicación por k, 220 
parejas, 32, 36-37, 226-231 
propiedades, 29, 32, 218-223 
teorema de valor final, 95, 221 
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teorema de valor inicial, 221 
transformada bilateral, 29 
transformador, 12 
transmitancia del error, véase sistemas 


realimentados, función de trans- 


ferencia del error 
trayectoria, 174 


undershootvéase subpicos 86 
uniones, 12 

Tipo 0, 12 

Tipo 1, 12 


valor característico, véase valores pro- 
pios 
valor final 
transformada de Laplace, 93, 215 
transformada Z, 95, 221 
valor inicial 
transformada de Laplace, 215 
transformada Z, 221 
valor propio 
cálculo, 146 
por derecha, 146, 267 
por izquierda, 146, 267 
valores de una función en el espectro 
de una matriz, 296 
valores propios, 146-148, 182, 267-283 
complejos, 155 
diferentes, 148, 269-272 
generalizados, 279-283 
repetidos, 150, 272-278 
Van der Pol, 206 
variables, 9, 11 
en grafos de enlaces de potencia, 
11 
variables de estado, 139, 159-168 
en el tiempo, 187, 189-190 
variación de cambio de volumen, 11 
variación de diferencia de entropía, 11 
variación de flujo másico, 11 
variación de flujo molar, 11 
variación de flujo volumétrico, 11 
variantes, véase modelos variantes en 
el tiempo 


vector 
coordenadas, 143, 248 
normal, 256 
vector característico, véase vectores pro- 
pios 
vector propio 
por derecha, 146, 267 
por izquierda, 146, 267 
vectores, 142 
ortogonales, 257 
ortonormales, 257 
vectores propios, 146-148, 181, 182, 267— 
283 
generalizados, 152, 275 
cadena, 275 
velocidad, 11 
velocidad angular, 11 


Z, véase transformada z 
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